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运筹 学 是 一 门 新 兴 的 应 用 数学 分 支 ,本 书 主要 是 为 应 
用 数学 本 科 生 编写 的 教材 。 鉴 于 运筹 学 解决 问题 的 理论 基 
础 是 最 优化 理论 与 技术 ,因此 内 容 选 取 以 优化 理论 基础 为 
重点 ,主要 涉及 线性 规划 、 图 与 网 络 规划 、 动 态 规划 、 对 策 论 
等 。 各 部 分 内 容 着 重 阐 明基 本 理论 与 基本 方法 。 内 容 取 合 
上 既 重 视 讲述 经 过 长 期 考验 被 证 明 是 行 之 有 效 的 方法 ,更 
注重 新 理论 、 新 方法 的 介绍 ,并 辅 之 必要 的 例题 和 习题 。 

本 书 可 以 作为 应 用 数学 、 信 息 与 计算 专业 本 科 生 的 教 
材 , 也 可 以 作为 从 事 管理 科学 、 工 业 工 程 、 系 统 工程 .工程 科 
学 等 专业 的 研究 生 以 及 相关 科技 人 员 的 参考 书 。 


序 


数学 与 应 用 数学 专业 既 有 悠久 的 发 展 历史 又 有 新 时 代 赋 予 的 新 
内 容 和 新 特征 。 进 入 21 世纪 的 今天 ,该 专业 的 人 材 培养 模式 ,培养 
目标 课程 体系 ,教材 建设 等 一 系列 专业 建设 问题 都 有 待 进行 积极 地 
探索 和 创新 。 为 了 探索 新 时 期 数学 与 应 用 数学 专业 教材 的 特色 ,不 
断 提高 本 专业 的 教学 质量 和 教材 建设 水 平 , 我 们 以 1998 年 国家 教育 
部 颁布 的 普通 高 校本 科 数 学 与 应 用 数学 专业 的 培养 目标 和 要 求 为 基 
本 原则 ,在 教学 实践 和 教学 经 验 积累 的 基础 上 ,制定 了 本 专业 系列 孝 
材 出 版 规划 ,并 成 立 了 数学 与 应 用 数学 专业 系列 教材 编 委 会 。 

编 委 会 认为 ,编辑 出 版 的 教材 应 力求 反映 当前 教学 改革 的 需要 ， 
体现 当代 社会 发 展 的 特点 和 学 科 特 色 , 具 有 一 定 的 前 脆 性 。 因 此 该 
系列 教材 以 数学 与 应 用 数学 专业 本 科 生 为 主要 教学 对 象 ,以 模型 、 理 
论 方法 、 应 用 为 组 织 教学 内 容 的 基本 思路 ,材料 取舍 力求 反映 学 科 
发 展 的 基础 理论 和 前 沿 成 果 , 同 时 也 尽 可 能 地 做 到 深入 浅 出 ,文字 准 
确 、 精 练 .简洁 ,使 教材 具有 可 读 性 ,通用 性 。 不 断 适应 和 满足 新 时 其 
数学 与 应 用 数学 专业 及 相关 专业 人 才 培 养 的 教学 需要 和 要 求 是 本 系 
列 教材 的 编写 目的 。 该 系列 教材 的 选 题 由 编 委 会 根据 专业 建设 的 需 
要 统一 规划 ,由 专人 负责 编写 , 编 委 会 评审 推荐 ,由 武汉 大 学 出 版 社 
审定 出 版 。 

由 于 我 们 的 水 平和 经 验 有 限 , 这 批 教材 在 编写 及 出 版 工作 中 可 
能 存在 不 足 和 缺点 , 敬 请 使 用 本 系列 教材 的 教师 、 学 生 及 广大 读者 提 
出 批评 和 建议 ,使 该 系列 教材 日 至 完善 。 


数学 与 应 用 数学 专业 系列 教材 编 委 会 
2005 年 9 月 10 日 于 武汉 大 学 


前 言 


运筹 学 是 20 世纪 30 一 40 年 代 发 展 起 来 的 一 门 新 兴学 科 。 该 学 
科 的 研究 对 象 是 人 类 对 各 种 资源 的 运用 及 筹划 决策 问题 。 该 学 科 的 
研究 目的 在 于 了 解 和 发 现 这 种 运用 及 筹划 决策 活动 的 基本 规律 ,以 
便 发 挥 有 限 资源 的 最 大 效益 来 达到 总 体 最 优 的 目标 。 这 里 所 说 的 
“资源 "是 广义 的 , 既 包 括 物质 材料 ,也 包括 人 力 匹 配 ; 既 包 括 技术 装 
备 ,也 包括 社会 结构 。 运 筹 学 已 被 广泛 地 应 用 于 国民 经 济 各 行业 与 
科学 技术 的 各 个 领域 。 

运筹 学 就 其 理论 和 方法 来 看 具有 下 列 特 点 :运筹 学 解决 问题 的 
基本 方法 是 最 优化 理论 和 技术 ,从 系统 的 观点 出 发 ,以 整体 最 优 为 目 
标 ,研究 各 组 成 部 分 的 功能 及 其 相互 间 的 影响 ,协调 各 部 门 之 问 的 关 
系 , 找 出 使 问题 获得 最 佳 效 果 、 最 优 解答 或 付 诸 实施 的 最 好 行动 方 
案 。 运 筹 学 解决 问题 的 方法 具有 多 种 学 科 的 交叉 性 和 综合 性 ,解决 
问题 的 手段 是 系统 分 析 建 模 和 计算 机 求解 。 该 学 科 具 有 强烈 的 实践 
性 和 广泛 的 应 用 性 。 

运筹 学 的 内 容 广博 ,分 支 众多 ,各 分 支 之 间 既 有 共 间 的 理论 基 
础 ,更 有 其 各 自 的 特色 。 作 为 应 用 数学 专业 本 科 生 的 教材 ,在 有 限 的 
学 时 内 ,不 可 能 面面俱到 ,但 又 要 学 生 了 解 和 掌握 运筹 学 的 基本 原 
理 \ 方 法 。 因 此 我 们 只 就 运筹 学 解决 问题 的 理论 基础 , 即 最 优化 理论 
和 技术 作为 本 书 的 主要 内 容 。 本 书 主要 介绍 线性 规划 、 图 与 网 络 规 
划 、 动 态 规划 、 对 策 论 等 内 容 。 每 一 部 分 内 容 着 重 阐述 其 基本 理论 和 
方法 并 配 以 适当 的 习题 。 既 阐述 经 过 长 期 考验 被 认为 是 有 效 的 经 典 
理论 和 方法 ,更 重视 新 理论 和 新 方法 的 介绍 ,使 本 书 能 够 体现 运筹 学 
发 展 中 的 问题 和 一 些 重 要 进展 。 
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本 书 力求 概念 清晰 ,重点 突出 ,理论 分 析 详 简 合 适 ;叙述 流畅 , 层 
次 清楚 ,通俗 易 懂 。 本 书 可 以 作为 应 用 数学 .信息 与 计算 专业 本 科 生 
的 教材 ,也 可 供 从 事 管 理科 学 .工业 工程 .系统 工程 .工程 科学 等 专业 
的 研究 生 以 及 相关 科技 人 员 参 考 。 

参加 本 书 编写 的 还 有 杨 育 、 屠 惠 远 、 张 爱 华 、 曹 晓 刚 等 。 

本 书 的 出 版 得 到 武汉 大 学 教务 部 领导 的 有 力 支持 和 关心 ,同时 
得 到 武汉 大 学 出 版 社 李 汉 保 先 生 的 悉心 指导 ,在 此 表示 衷心 感谢 ! 
在 编写 过 程 中 参阅 的 许多 优秀 著作 均 在 参考 文献 中 列 出 ,对 于 这 些 
著作 的 作者 及 出 版 社 致 以 由 衷 的 感谢 ! 

最 后 ,作者 要 向 所 有 关心 和 支持 本 书 出 版 的 人 们 ,包括 作者 的 家 
庭 成 员 致 以 敬意 ! 是 他 们 的 关怀 支持 使 得 本 书 得 以 出 版 。 

由 于 作者 的 水 平和 经 验 有 限 , 理 编 写 时 间 仓促 , 书 中 可 能 存在 缺 
点 和 不 足 ,希望 使 用 本 书 的 教师 .学 生 和 其 他 专家 学 者 提出 批评 建 
议 。 


作 者 
2005 年 1 月 于 武汉 大 学 
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1.1.1 什么 是 运筹 学 


运筹 学 是 20 世纪 30 一 40 年 代 发 展 起 来 的 一 门 新 兴学 科 . 该 学 
科 的 研究 对 象 是 人 类 对 各 种 资源 的 运用 及 筹划 决策 问题 .该 学 科 的 
研究 日 的 在 于 了 解 和 发 现 这 种 运用 及 筹划 决策 活动 的 基本 规律 ,以 
便 发 挥 有 限 资源 的 最 大 效益 来 达到 总 体 、 全 局 最 优 的 目标 .这 里 所 说 
的 “资源 "是 广义 的 , 既 包 括 物质 材料 ,也 包括 人 力 配备 ; 既 包 括 技术 
装备 ,也 包括 社会 结构 . 

由 于 运筹 学 研究 的 对 象 在 客观 世界 中 的 普遍 性 ,决定 了 运筹 学 
应 用 的 广泛 性 .该 学 科 的 应 用 范围 遍及 工农 业 生 产 、 经 济 管理 .科学 
技术 、 国 际 事务 等 方面 ,如 生产 布局 、 交 通 运输 、 能 源 开发 .最 优 设计 、 
经 济 决策 ,企业 管理 、 城 市 建设 、 公 用 事业 、 农 业 规 划 、 资 源 分 配 、 军 事 
对 策 等 都 是 运筹 学 研究 的 典型 问题 . 

从 方法 论 来 说 ,运筹 学 是 一 门 交叉 学 科 ,是 物理 学 家 、 数 学 家 、 经 
济 学 家 工程师 等 各 自从 不 同 角度 出 发 对 实际 问题 的 认识 和 描述 , 研 
究 系 统 解决 大 型 复杂 现实 问题 的 新 途径 ,新 方法 ,促使 新 理论 更 快 地 
形成 .因此 ,运筹 学 的 研究 方法 显示 出 各 学 科研 究 方法 的 综合 ,其 中 
数学 方法 、 统 计 方 法 .逻辑 方法 、 模 拟 方法 是 运筹 学 中 常用 的 方法 . 

由 于 运用 筹划 活动 的 类 型 不 同 ,描述 各 种 活动 的 模型 不 同 ,因而 
形成 不 同 的 分 支 .如 运筹 学 早期 的 三 大 支柱 为 :研究 优化 模型 的 规划 
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论 , 研 究 排 队 ( 或 服务 ) 模 型 的 排队 论 , 以 及 研究 对 策 模型 的 对 策 论 
(博弈 论 ). 现 在 的 主要 分 支 有 : 

线性 规划 ,整数 规划 , 非 线性 规划 ,动态 规划 ,多 目标 规划 ,随机 
规划 . 

组 合 最 优化 ,图 与 网 络 最 优化 ,决策 分 析 , 对 策 论 , 库 存 论 、 供 应 
链 等 . 

随机 服务 系统 ,应 用 随机 过 程 ,可靠 性 理论 ,Markov 决策 规划 ， 
计算 机 随机 模拟 ,管理 信息 系统 等 . 


1.1.2 运筹 学 的 特点 


运筹 学 作为 一 门 定量 的 分 析 决 策 科 学 ,利用 数学 .计算 机 科学 及 
其 他 科学 的 成 就 ,探讨 经 济 管理 系统 中 的 数学 规律 ,合理 使 用 和 统筹 
安排 人 力 ,物力 、 财 力 等 资源 ,为 决策 者 提供 最 优 决策 方案 ,以 获得 满 
意 的 经 济 效益 和 社会 效益 ,就 其 理论 和 方法 上 来 看 ,该 学 科 具 有 如 下 
特点 : 

1. 运筹 学 解决 问题 的 基础 是 最 优化 理论 和 技术 .从 系统 的 观点 
出 发 ,以 整体 最 优 为 目标 ,研究 各 组 成 部 分 的 功能 及 其 相互 间 的 影 
响 ,协调 各 部 分 之 间 的 利害 冲突 ,寻求 使 问题 获得 最 佳 效 果 的 解 及 付 
诸 实施 的 最 佳 行动 方案 . 

2. 运筹 学 解决 问题 的 方法 具有 交叉 性 和 综合 性 , 即 用 多 种 不 同 
学 科 交 叉 渗 透 ,综合 应 用 . 

3. 运筹 学 解决 问题 的 手段 是 分 析 建 模 及 利用 计算 机 求解 . 

4. 运筹 学 具有 强烈 的 实践 性 和 应 用 性 .在 军事 、 经 济 和 服务 等 
行业 , 均 有 广泛 的 应 用 . 


1.1.3 现代 运筹 学 发 展 简况 


现代 运筹 学 作为 一 门 独立 学 科 是 20 世纪 30 一 40 年 代 形 成 的 . 
但 是 构成 其 雏形 的 早期 工作 可 以 追溯 到 20 世纪 初 , 如 1908 年 丹麦 
电话 工程 师 Erlang 关于 电话 局 中 继 线 数目 话 务 理 论 的 研究 是 现代 
排队 论 的 起 源 ;20 世纪 20 年 代 美国 Levinson 关于 最 优 发 货 量 的 研 
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究 是 现代 库存 论 和 决策 论 发 展 的 雏形 ;20 世纪 30 年 代 末 前 苏联 经 
济 学 家 KagropoBrw 撰写 的 《生产 组 织 与 计划 中 的 数学 方法 》 是 线性 
规划 在 工业 生产 中 的 早期 应 用 . 

朴素 的 运筹 思想 在 中 国 古 代 历 史 发 展 中 源远流长 ,如 春秋 时 期 
著名 军事 家 孙武 所 著 《 孙 子 兵法 ) 就 是 军事 运筹 的 体现 .此 外 , 据 史 书 
记载 ,我 国 古代 在 农业 、 运 输 、 工 程 等 方面 可 以 看 到 多 阶段 决策 ,合理 
调运 ,资源 综合 利用 ,城市 规划 等 典型 的 现代 运筹 思想 和 方法 .然而 ， 
作为 一 门 新 兴学 科 的 确立 ,是 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ,20 世纪 30 年 
代 中 后 期 ,为 了 运用 新 发 展 的 雷达 系统 有 效 地 对 付 德国 飞机 ,英国 军 
事 管理 部 门 召 来 一 批 具 有 不 同学 科 和 专业 背景 的 科学 家 ,在 1940 年 
8 月 成 立 了 一 个 由 布莱克 特 (P. M.S. Blackett) 领 导 的 11 人 小 组 , 进 
行 新 战术 试验 和 战术 效率 评价 的 研究 ,并 取得 满意 的 效果 .他 们 把 自 
己 从 事 的 这 种 工作 命名 为 Operational Research( 运 筹 学 ). 这 个 小 组 
的 工作 从 雷达 系统 的 运筹 开始 ,到 战斗 机 的 拦截 战术 ,空军 作战 战术 
评价 ,防止 商船 遭受 敌 方 潜艇 攻击 ,改进 深水 炸弹 投效 的 反潜 战术 
等 .他 们 的 工作 在 反 法 西 斯 战争 中 起 到 了 积极 作用 ,也 为 这 门 新 兴学 
科 的 产生 作出 了 不 可 磨灭 的 贡献 . (我 国运 筹 学 前 辈 从 《史记 》 一 书 
中 , 汉 高 祖 刘 邦 对 谋士 张 良 的 赞 语 “ 夫 运筹 帷 帷 之 中 ,决胜 千里 之 外 ” 
一 语 中 的 运筹 一 词 作为 这 门 学 科 的 名 称 ,把 Operational Research 译 
成 运筹 学 , 既 反 上 映 了 该 学 科 的 内 涵 , 又 显示 了 其 军事 运筹 的 起 源 ,也 
表明 运筹 学 在 我 国 早 有 萌芽 . ) 

第 二 次 世界 大 战胜 利 后 , 英 、 美 各 国 对 于 运筹 学 的 研究 不 但 在 军 
事 领 域 继续 深入 ,同时 在 政府 和 工业 各 部 门 也 推行 运筹 学 方法 ,大 批 
专门 从 事 研究 的 公司 也 逐渐 成 立 ,如 RAND 公司 是 1949 年 成 立 的 . 
各 国运 筹 学 学 会 从 1950 年 起 ,先后 成 立 . 1959 年 , 英 、 美 、 法 运筹 学 
学 会 发 起 成 立国 际 运 筹 学 联合 会 (International Federation of Opera- 
tional Research Societies, 简 记 IFORS). 

在 我 国 ,现代 运筹 学 的 研究 是 从 1956 年 开始 的 ,当时 在 中 国 科 
学 院 力学 研究 所 所 长 钱学森 先生 的 倡导 下 ,由 许 国志 先生 领导 创办 
了 中 国 第 一 个 运筹 学 研究 室 ,1958 年 中 国 科 学 院 数学 研究 所 所 长 华 
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罗 庚 先生 开始 从 事 运 筹 学 应 用 课题 研究 ,并 在 1959 年 成 立 了 运筹 学 
研究 室 , 吴 文俊 、 越 民 义 先生 等 都 是 该 研究 室 最 早 的 研究 人 员 . 1980 
年 中 国运 筹 学 学 会 成 立 ,1982 年 中 国运 筹 学 学 会 加 入 国际 运筹 学 联 
合 会 (IFORS) ,1985 年 参加 亚太 运筹 学 联合 会 (APORS) 的 筹建 ,并 
成 为 该 联合 会 的 主要 成 员 . 


1.1.4 运筹 学 学 术 期 刊 


全 世界 运筹 学 出 版 物 的 种 类 和 数量 每 年 都 以 惊人 的 速度 递增 ， 
据 初 步 统计 ,直接 用 运筹 学 或 其 分 支 命名 的 期 刊 全 世界 有 40 多 种 ， 
与 运筹 学 密切 相关 的 期 刊 也 有 40 多 种 ,这 里 摘录 几 种 : 

1.《 国 际 运筹 学 文献 》(International Abstracts in Operations Re- 
search ,缩写 IAOR) 该 刊物 是 国际 运筹 学 联合 会 编辑 的 重要 文献 期 
刊 , 每 年 6 期 ,由 英国 MacMillan 出 版 公司 出 版 . 

2《 运 筹 学 /管理 科学 》(Operations Research/Management Sci- 
ence) 每 年 12 期 ,该 刊物 是 美国 出 版 的 文摘 期 刊 . 

3. 美国 的 《数学 评论 》(Mathematical Reviews) 和 德国 的 《数学 文 
摘 》(Zentralblatt fiir Mathematic und ihre Grenzgebiete/Mathematics 
Abstracts). 

4.《American J .of Mathematical & Management Sciences》, 每 年 
4 期 ,美国 出 版 . 

5.《International Transactions in Operational Research》, 每 年 6 
期 ,英国 出 版 . 

6《 运 筹 学 学 报 》(OR ,Transacetions) ,每 年 4 期 ,中 国 出 版 . 

7.《Applied Mathematics 扩 Optimization》, 每 年 6 期 ,德国 出 版 . 

8《 Communications of the Operations Research Society of 
Japan》, 每 年 12 期 ,日 本 出 版 . 

9.《Operations Research》 , 每 年 6 期 ,美国 出 版 . 
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第 二 人 章 线性 规划 


32.1 线性 规划 引言 


2.1.1 线性 规划 的 发 展 简况 


线性 规划 (Linear Programming, 简 记 LP) 是 运筹 学 的 一 个 重要 
分 支 .从 数学 的 角度 来 讲 , 是 一 个 特殊 的 条 件 极 值 问题 , 即 寻 找 一 个 
线性 函数 在 满足 一 组 线性 等 式 或 不 等 式 约 束 条 件 下 的 最 大 值 或 最 小 
值 问题 . 

线性 规划 的 早期 研究 具有 代表 性 的 人 物 和 著作 有 前 苏联 数学 家 
康 托 洛 维 奇 (Kaaroposau) ,他 在 1939 年 所 著 的 《生产 组 织 与 计划 中 
的 数学 方法 ) 一 书 中 提出 线性 规划 问题 ,如 生产 配套 问题 .1941 年 美 
国学 者 柯 普 曼 (T. C. Koopmans) 提 出 有 限 资 源 的 分 配 问题 .1941 年 
美国 学 者 希奇 柯 克 (F.L. Hitchcok) 和 柯 普 曼 等 ,分 别 独立 地 提出 了 
运输 问题 这 类 特殊 的 线性 规划 问题 . 1947 年 ,但 茨 (Dantzig) 提 出 对 
于 一 般 线性 规划 问题 的 算法 ,单纯 形 方法 (simplex method) ,线性 规 
划 很 快 成 为 一 门 独立 的 学 科 . 1984 年 卡 玛 卡 (Karmarkar) 提 出 一 个 
线性 规划 内 点 算法 ,是 一 种 行 之 有 效 的 多 项 式 算 法 . 1985 年 , Todd 
等 人 补充 和 改进 了 Karmarkar 算法 . 

1975 年 ,Konterovich 和 Koopmans 由 于 在 创建 经 济 模型 、 经 济 
理论 及 数理 经 济 上 的 卓越 贡献 获得 诺 贝 尔 (Nobel) 经 济 学 奖 . 
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2.1.2 线性 规划 模型 举例 


例 1. 生产 配套 问题 . 

设 某 个 车 间 拥 有 ”种 机 床 , 要 在 这 些 机 床上 生产 nm 种 不 同 产 
品 , 设 zx 为 单位 时 间 内 在 第 ; 种 机 床上 能 生产 第 & 种 产品 的 数量 ， 
假设 要 求 各 产品 的 数量 成 一 定 比例 ( 即 配套 ) ,如 41:12:…:Aw .试问 
该 如 何 安排 在 一 定 的 时 间 人 内 各 机 床 的 生产 任务 ,使 得 产品 的 总 套 
数 最 大 ? 

设 变量 zi 表示 第 i 种 机 床 生产 第 & 种 产品 所 占 的 时 间 ,那么 


Th 二 QIZIA 十 CQ2AZ28 十 十 QnpTnk = = Da 


表示 第 种 产品 的 总 产量 ， 上 述 问题 可 以 写成 如 下 数学 形式 


TH+ Ti Tim = > =T (i= 1,2,.…,n) 
TI X22 Tn = A A A 
Xx. 
量 使 达 的 值 达 到 最 大 . 
了 


例 2. 资源 合理 分 配 问 题 . 

某 工 厂 有 mi 种 生产 资源 , 设 第 i 种 资源 的 可 利用 数量 为 b;(i = 
1,2,…, 7), 利 用 这 些 资源 可 以 生产 种 产品 , 设 生产 一 个 单位 的 j 
种 产品 所 需要 的 i 种 资源 数量 为 a (i=1,2,…,n1;j 二 1,2,… ,7)， 
设 第 ; 种 产品 的 单位 价格 为 cj ,试问 如 何 安 排 产 品 的 产量 ,使 产值 最 
大 ? 

设 生产 第 ; 种 产品 的 产量 为 xz; , 则 问题 归结 为 如 下 的 数学 形式 


2 
Max 之 Cj ， 


so bi(i = 1,2, ,mMm),z0( = 1,2,.,n). 


例 3. 运输 问题 . 
某 类 物资 及 个 产地 ,个 销 地 ,第 i 个 产地 的 产量 为 a;(i = 1， 


第 二 章 线性 规划 


7 


2,… ,mw ) ;第 j 个 销 地 的 需要 量 为 (j= 1,2，…,a), 其 中 > ai 之 


之 / 久 : 设 由 产地 i 到 销 地 7 的 距离 为 d; ,试问 如 何 分 配 供应 ,才能 既 
满足 各 地 的 需要 ,又 使 总 运力 (吨公里 数 ) 最 少 ? 


设 变量 zy 表示 由 产地 ; 供给 销 地 j 的 物质 数量 ,上 述 问题 可 以 
归结 为 如 下 数学 问题 


Dr Ea (i = 1,2,…,m) 


zi0 (i=1,2,.,m;j = 1,2,.…,n). 
$2.2 ”线性 规划 问题 的 数学 模型 


线性 规划 问题 的 数学 模型 分 为 一 般 形 式 和 标准 形式 ,下 面 分 别 
介绍 ,并 讨论 它们 之 间 的 转化 . 
1. 线性 规划 问题 的 一 般 形式 
max z(xX) = crit CIZ2 + + Caz (2.2.1) 


az1 + al2z2 十 十 alnzy Sb] 


Ss.t.AS ari 二 Qi2Z2 十 十 Qt Ok (2.2.2) 
GmlX1 + am2T2 十 十 anzn 一 by, 
Zz 宇 0 (7 = 1,2,…,n) (2.2.3) 


其 中 ,aj ,5;， c(i =1,2,…,m;;=1,2,.…,， n) 为 已 知 常 数 . 
式 (2.2.1) 中 zx(z) 为 目标 函数 , xz; (j = 1,2,…, 7) 为 决策 变量 ， 
式 (2.2.2) 为 约束 条 件 , 式 (2.2.3) 为 非 负 约束 条 件 . 
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注 : 根 据 不 同 的 实际 问题 ,目标 函数 可 能 求 极 大 值 , 也 可 能 求 极 
小 值 , 即 式 (2.2.1) 也 可 表示 为 minz(z)=ciri+caza 十 .十 cozi. 
2. 线性 规划 问题 的 标准 形式 
max z(z) = cizl+caz2 十 十 Ch (2.2.4) 


aliX1 + al 二 +atzn = 0 


(2.2.5) 


Ca2lZ1 + a22Z2+ + ar S02 
s.t. 


Qi TX1 + dm2T2 +t + Qantas = On 
ri20 (7 = 1,2,.…,7) (2.2.6) 
这 里 假定 5; 宇 0,(i=1,2,…,m). 
(LP) 称 为 线性 规划 问题 的 标准 形式 ,以 后 的 讨论 均 按 标准 形式 
进行 .线性 规划 的 标准 形式 具有 下 面 几 种 常见 的 表示 形式 . 
(1) 简 记 形 式 


(LP) max >z 三 Do (2.2.7) 
7 
St Dy az = 0;,(i = 1,2,.… ,7) | (2.2.8) 
jt 
Zi 之 0 (j= 1,2,.…,n) (2.2.9) 
(2) 和 矩阵 形式 
(LP) max z= CX (2.2.10) 
s.t. AX =b (2.2.11) 
XX 二 0 (2.2.12) 
其 中 ,C= (ci,c2，,… ,cs ) 为 行 向 量 , 针 = (zj ,zx2，… ,x,)' 为 列 向 量 . 
Qt 12 1 Ul» 
A= a21 C22 1 G2n 
dml dyn2 及 Wynn 


为 约束 系数 和 矩阵. b = (5b1 ,02 ,ba )',“0" 表 示 零 向 量 . 
(3) 向 量 形式 
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(LP) max ZZ= CX (2.2.13) 
st, DPx=b (2.2.14) 

j=1 
下 之 0 (2.2.15) 


其 中 ,Pj = (a1j ,a2)，… ,am)7 表示 矩阵 4 中 的 第 j 列 . 

从 上 述 各 式 知 ,线性 规划 问题 的 标准 形式 所 有 约束 条 件 ( 除 非 负 
约束 ) 均 为 等 式 , 且 右 端 常数 项 非 负 , 所 有 决策 变量 非 负 ,目标 函数 可 
以 求 极 大 值 ,也 可 以 求 极 小 值 (本 书 讨论 极 大 值 问题 ). 

3. 线性 规划 问题 的 一 般 形式 转化 为 标准 形式 

为 了 讨论 的 方便 ,通常 把 线性 规划 的 一 般 形 式 转化 为 标准 形式 ， 


具体 方法 如 下 : 
(1) 目 标 涌 数 极 小 与 极 大 的 转换 
已 知 ” min zx = os, 可 以 化 为 max xz = 一 zw 二 一 > on 
(2.2.16) 
(2) 约 束 条 件 的 转换 


(i) 如 果 某 一 约束 是 线性 不 等 式 >`auz 过 6;, 则 引入 松弛 变量 
zi 宇 0, 转 化 为 
售 ” 十 Tnti = b: 
i=1 (2.2.17) 
Zati 之 0 
(ii) 车 约束 线性 不 等 式 为 2)ayr) > 51, 则 引入 剩余 变量 
Xnti 之 0， 转化 为 
> tj nti = Oi 
全 ” (2.2.18) 
Znfi 之 0 


(3) 决 策 变量 的 转换 
如 果 某 个 变量 的 约束 条 件 为 zj 之 j( 或 石 委 方 记 可 以 令 y= 
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Xj 一 / (或 Y=;— Xj) , 则 yj 之 0. 
如 果 某 个 变量 x; 无 非 负 限制 (无 非 负 限 制 的 决策 变量 又 称 为 自 


由 变量 ), 则 令 
Tj 之 0 


代入 原 问 题 ,将 自由 变量 化 为 带 非 负 约 束 的 决策 变量 . 

例 4. 把 (LP') 化 为 标准 型 (LP) 

(LP’) min z=-2zx1+ x2 + 37r3 

s.t. SSzl+z+2z 委 7 
Zi Z2 一 4z3 之 2 
— 3z1+ X22+2xz3=—5 
Xx1,XT2 之 0,xs 为 自由 变量 . 

解 引入 松弛 变量 zs 之 0, 剩 余 变 量 zs 之 0, 令 zx3= 3 一“;， 
把 第 3 个 约束 方程 两 边 同 乘 ( - 1) ,将 极 小 化 转化 为 极 大 问题 ,得 标 
准 形式 

(LP) max xz =—-z= 2xr1- x- 3r3+37r3 

St. Sri+zxzt+rza- 3+z = 了 7 
Z1 一 一 47r3+4zr3- zs=2 
3z1 — xz -2z3+2z3= 5 


X17T2,T3,T3,T4 ;Ts 之 0 


$2.3 线性 规划 问题 解 的 基本 性 质 


2.3.1 解 的 基本 概念 


设 线性 规划 问题 
(LP) max ZZ = CX (2.3.1) 
s.t. A 有 二 (2.3.2) 
XX 二 0 (2.3.3) 


第 二 章 线性 规划 11 


其 中 ,C= (cc ,ci) 为 行 向 量 ,X= (xi, rs ,ti)',b=(b1， 
0 ,0 )' 均 为 列 向 量 ; A =(ay)wx 为 mxz 阶 矩阵 . 

定义 2.1 在 问题 (LP) 中 ,满足 约束 条 件 (2.3.2) 和 (2.3.3) 的 
解 称 为 问题 (LP) 的 可 行 解 ;所 有 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 解 集 ( 又 称 
可 行 域 ), 记 为 

D= IXER"| AX=6b,X20l. 

定义 2.2 设 问 题 (LP) 的 可 行 域 为 D, 若 存在 和 XX" ED ,使 得 对 
于 任意 的 怀 E, 都 有 CX* 守 CX, 则 称 着 * 为 问题 (LP) 的 最 优 解 ， 
相应 的 目标 函数 值 称 为 最 优 值 , 记 做 Z* , 即 

2Z* = CX'*. 

定义 2.3 在 问题 (LP) 中 ,约束 方程 组 (2.3.2) 的 系数 矩阵 4 
的 任意 一 个 mx nm 阶 韭 奇异 子 方 阵 B( 即 | B| 关 0), 称 为 (LP) 问 题 
的 一 个 基 和 矩阵 或 基 . 

由 定义 2.3 知 基 和 矩阵 B 是 由 矩阵 4 中 mz 个 线性 无 关 的 列 向 量 
组 成 ,为 了 讨论 的 方便 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假设 4 中 的 前 m 列 构成 
基 和 矩阵 吾 , 即 


Ql CQ12 ”2Q1w 
Q21 G2 “” 42am 

B= 。 = (Pi ,PP，) 
Ql Qn2 机 Q pem 


其 中 ,Pj(j=1,2,… ,nm) 为 第 j 列 基 向 量 ,与 基 向 量 P; 相对 应 的 决 
策 变量 xz;(j =1,2,…,m ) 称 为 基 变 量 ;在 和 矩阵 4 中 除去 基 向 量 后 所 
剩 的 列 向 量 己 (7 = m +1,… ,nn) 称 为 非 基 向 量 . 

由 非 基 向 量 构成 的 矩阵 记 为 N , 即 


Ulm+l Ulm+2 ~ Qln 
G2n+1 Ud2m+2 入 U2n 

N= 。 。 。 一 (Piy Per) 
Craz+E Unum+2 四 Qn 


于 是 系数 矩阵 4 可 以 写成 分 块 形式 
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A=(B,N) (2.3.4) 
非 基 向 量 P) 相对 应 的 决策 变量 zx;(j = m + 1,… ,nn) 称 为 非 基 变量 . 
由 基 变 量 和 非 基 变量 组 成 的 向 量 分 别 记 为 


Xp 二 (x1, TX2,° ,Tn) ,KN 二 (Trl Tra Ta) 
于 是 向 量 和 也 可 以 写成 分 块 形式 
Xp 


把 式 (2.3.4) 和 式 (2.3.5) 代 入 方程 组 (2.3.2), 得 
XB 
XX 


=» 
N 


BXp + NXN=6b 
又 因为 B 是 非 奇 异 方 阵 ,所 以 B- ! 存 在 , 故 
Xp = Bib- BIiNXy (2.3.6) 
其 中 非 基 变量 Xn 可 以 视 为 一 组 自由 取 值 的 变量 . 
(i) 若 XN=XN, 则 Xp=B -ib-B !1NXN= Xp 


即 有 


于 是 得 到 约束 方程 组 的 解 

_ | 
四 一 | . 
XN 

(ii) 若 Xn=0 , 则 Xs=B- 1ib, 于 是 得 到 

x -1 

入 - -人 ") (2.3.7) 
KN 0 


定义 2.4 在 约束 方程 组 (2.3.2) 中 ,对 于 选 定 的 基 B, 令 所 有 
非 基 变 量 等 于 零 , 即 XN =0, 得 到 的 解 (2.3.7) 称 为 相应 于 基 B 的 基 
本 解 . 
定义 2.5 在 基本 解 (2.3.7) 中 , 若 满足 
Xn = 了 -8 过 0 (2.3.8) 
则 称 该 基本 解 为 基本 可 行 解 (或 称 基 可 行 解 ). 此 时 对 应 的 基 B 称 为 
可 行 基 . 
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注 1. 由 于 A=(ay)wxim<n,B=(06;)wxwm; 所 以 从 和 中 的 
n 列 选 出 线性 无 关 的 wi 列 , 构 成 基 B ,其 选 法 最 多 有 


! 
n 
C™ 一 上 
” mn)! 


ml(n-- 
种 ,于 是 构成 (LP) 问 题 的 基 最 多 只 有 C* 个 ,基本 解 最 多 只 有 C”* 
个 ,基本 可 行 解 的 个 数 不 会 超过 C* 个 . 
注 2. 由 于 R(A4)= nm, 基 B 中 只 含 m 个 (线性 无 关 ) 列 疝 量 ,对 
应 的 基 变量 有 m 个 , 非 基 变量 有 2” - 产 个 . 
定义 2.6 在 问题 (LP) 的 一 个 基 可 行 解 中 ,如 果 m 个 基 变 量 均 
取 正 值 , 则 称 该 解 是 非 退化 解 ; 反 之 ,如 果 有 的 基 变 量 取 零 值 , 则 称 该 
解 为 退化 解 . 如果 问题 (LP) 的 所 有 基 可 行 解 都 是 非 退 化 的 , 则 称 该 
问题 为 非 退 化 的 ,否则 称 该 问题 是 退化 的 . 
例 5. 设 (LP) 问 题 
(LP) max > 一 2z1 十 工 ? 
Ss.t. Xit+ zs 
— xit zx20 
6zx1+2zx;21 
Xx1; T2200 
试 求 一 个 基本 解 和 基本 可 行 解 ,并 判别 是 否 为 退化 的 . 
解 引入 松弛 变量 zi,z4,zs, 将 问题 (LP) 化 为 标准 形式 


(LP) max z=2zx1+ zy 
S.t. Xit+Zx2+ x =5 
一 1fTZ2 +xa =0 
6z1 十 272 + xs=21 


zj0,7=1,2,. ,9 


约束 方程 组 的 系数 矩阵 为 
1 1100 
4=|-1101 | 
6 2001 


因为 Ps:, P4 .Ps 线性 无 关 , 所 以 取 
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0 1 0 
0 0 1 
为 一 个 基 ,相应 的 决策 变量 zi,z4,zs 是 基 变 量 ,其 余 变量 zl ,x 为 
非 基 变量 . 令 zl= zz=0, 得 对 应 于 基 Bo 的 基本 解 
X) = (0,0,5,0,21)7 

又 由 于 该 问题 的 基 变 量 满足 非 负 条 件 , 因 而 也 是 基本 可 行 解 .但 由 于 
基 变 量 zs=0, 故 该 基本 可 行 解 是 退化 的 .又 因为 向 量 P,P,,P; 线 
性 无 关 , 也 可 以 取 

1 1 1 

6 2 0 


为 基 , 相 应 的 基 变 量 为 zl ,zz,za, 非 基 变 量 为 zid,z5. 令 z4=zs=0 
代入 约束 方程 组 , 求 得 TI1» TT2,T3, 于 是 得 到 基本 解 


Bo = (P;,Ps,P;) = = 


B! 一 (Pi,P,,P;) 一 


21 21 
(1) (< < 二 
x = (入 ， ,多 ， $,0,0) 
1 1 
0 -4 8 
若 先 求 出 Br'= |0 于 去 | ,可 以 利用 式 (2.3.7) 求 得 对 应 于 
1 _ 工 
! 2 4 
基 Bj 的 基本 解 , 即 
1 工 115 21 
0 -了 % 8 
3 工 ||o 21 
-1 8 8 
x = 人 小 - | | -| ; 
0 + _i _ 上 上 
1 -7 ~- 4) 4 
0 0 
0 0 
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在 基本 解 X() 中 , 基 变量 z= -二 <0, 故 XO) 不 是 基 可 行 解 ,但 是 
一 个 非 退 化 的 解 .类 似 地 ,可 以 求 出 其 他 基本 解 和 基本 可 行 解 .显然 
(LP) 是 退化 问题 ， 


2.3.2 解 的 基本 性 质 


定理 2.1 问题 (LP) 的 可 行 解 尼 是 基 可 行 解 的 充 要 条 件 是 六 
的 非 零 分 量 所 对 应 的 列 向 量 线 性 无 关 . 

证 车 晨 =0, 则 定理 显然 成 立 . 若 里 闫 0, 不 妨 设 祥 的 前 个 分 
量 为 非 零 分 量 , 即 有 
C= (Fz2, E00 ,E>0 (j=1,2,,k,km) 

必要 性 , 若 天 是 基 可 行 解 ,由 基 可 行 解 的 定义 知 在 的 非 零 分 量 
必定 是 基 变 量 ,由 基 变 量 定义 知 它们 所 对 应 的 列 向 量 Pi,P;,…, Px 
是 基 向 量 , 故 必 线 性 无 关 . 

充分 性 ,车 Pi, Ps,，…, Pi 线性 无 关 , 则 必 有 km. 又 因为 义 
是 (LP) 的 可 行 解 , 即 4 系 = 5b, 站 之 0， 


故 PF, =b 
若 上 = 凡 , 则 互 = (Pi, Ps,…, Pi) 是 一 个 基 , 于 是 可 行 解 为 
与 B 相对 应 的 基 可 行 解 , 定 理 成 立 . 
车 km, 而 且 Pi,P,,…, Pr 线性 无 关 , 则 一 定 可 以 从 剩余 的 
n 一 上 个 列 向 量 中 挑 出 mw 一 上 个 , 设 Pi ,PP 使 
Pi,P;,,* ,Pr, Piri,'*, Pn 
线性 无 关 , 从 而 构成 基 B ,于 是 骂 为 相应 于 基 B 的 基 可 行 解 , 定 理 成 


了 。 

推论 2.1 问题 (LP) 满 足 约束 方程 组 (2.3.2) 的 任意 一 个 解 
且 = (z1,z，，…,,)1 是 基本 解 的 充 要 条 件 是 科 的 非 零 分 量 所 对 应 
的 列 向 量 线性 无 关 ， 

定理 2.2 若 (LP) 问 题 有 可 行 解 , 则 该 问题 必 有 基 可 行 解 . 

证 设 X'0 是 (LP) 的 一 个 可 行 解 , 若 X'40 =0, 则 由 定理 2.1 知 
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XX 是 (LP) 的 一 个 基 可 行 解 .定理 成 立 . 

车 义 ( 中 关 0 ,不妨 设 多 中 的 前 个 分 量 为 非 零 分 量 ( 即 正 分 量 )， 
即 有 
(0) 二 (工人 0) ， 0 ,ee ,XA ,0 ,0)T,z -名 > 0 人 (7 一 1,2,…,k;k 过 m1) 

如 果 这 些 非 零 分 量 所 对 应 y 的 列 向 量 Pi1, 了 P,,… ,Pl 线性 无 关 , 由 
定理 2.1 知 ,XX 中 是 一 个 基 可 行 解 ,定理 成 立 . 和 否则 ,我 们 证 明 从 六 
出 发 , 必 可 以 找到 (LP) 的 一 个 基 可 行 解 . 

因为 P,P,,… ,Py 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 数 61,6,,…， 
6 ,使 得 


DSP;= 0 (2.3.9) 

了 一 上 
假定 5, 关 0, 取 

x) 
E 一 min To 6 z0| (2.3.10) 

作 XV= x ted, X= Xe 
其 中 d= (0,62,, 6.,0,.…,0)T 
由 式 (2.3.10) 知 zto)+s8iP0 (j=1,2,…,n) (2.3.11) 


即 X00,XC220( 即 站 ,XX 人 满足 非 负 约束 ). 又 由 式 (2.3.9) 知 


(rt + €6,)P; = SP, + :op = 五 
=1 


故 有 AKX(D= 65,AXX Y=5, 所 以 ‘x, xX 中 是 (LP) 的 两 个 可 行 解 

由 es 的 取 法 知 , 在 式 (2.3.11) 中 ,至 少 有 一 个 分 量 等 于 零 ,于 是 
所 作 的 可 行 解 X0 或 2 中 ,其 非 零 分 量 至 少 比 XX 的 非 零 分 量 减 
少 一 个 。 如 果 这 些 非 零 分 量 所 对 应 的 列 向 量 线性 无 关 , 则 XX 或 
X(2) 为 基 可 行 解 ,定理 成 立 。 

车 X , 乱 2) 都 不 是 基 可 行 解 ,可 以 从 多 人 0 或 多 中 出 发 ,重复 上 
述 步骤 ,构造 一 个 新 的 可 行 解 夺 3) 或 4) ,使 这 个 新 的 可 行 解 的 非 
零 分 量 继续 减少 ,这 样 重复 有 限 次 后 , 必 可 以 找到 一 个 可 行 解 古人 
或 XG+D ,该 可 行 解 的 非 零 分 量 对 应 的 列 向 量 线性 无 关 , 在 最 坏 的 
情况 下 ,只 剩 一 个 非 零 分 量 ,对 应 一 个 非 零 列 向 量 ,该 可 行 解 必然 线 
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性 无 关 , 故 XX 中 或 慰 ( 人 也 必 为 基 可 行 解 . 
定理 2.3 若 (LP) 问 题 有 最 优 解 , 则 一 定 存 在 一 个 基 可 行 解 是 
该 问题 的 最 优 解 。 
证 设 X*= (zf ,x2,…,X;)' 是 (LP) 的 一 个 最 优 解 ,如 果 
X 是 基 可 行 解 , 则 定理 成 立 . 如 果 和 "不 是 基本 解 (但 是 可 行 解 ), 根 
据 定理 2.2 的 证 明 方法 ,构造 两 个 可 行 解 
XD) = ”二 是 = Xe 
它们 中 ,至 少 有 一 个 解 的 非 零 分 量 的 个 数 比 X* 的 非 零 个 数 少 , 且 有 
CX = CX* + Ce6,CK0) = CX* - Ced (2.3.12) 
又 因为 "是 最 优 解 , 故 有 
CX* 之 CX'N,CX* > CX (2.3.13) 
由 式 (2.3.12) 与 式 (2.3.13) 知 , 必 有 eC6 = 0, 故 CX = 
CX 二 CX* , 即 XD 与 和 也 是 最 优 解 .如 果 入 或 XX 是 菇 可 
行 解 , 则 定理 成 立 ,否则 ,重复 上 述 过 程 , 有 限 步 后 必 可 以 找到 一 个 基 
可 行 解 ‘0 或 ('+ 使 得 
CX = CX* 或 CX = CX* 
即 得 到 一 个 基 可 行 解 X42 或 X( 为 最 优 解 .证 毕 . 
例 6. 设 线 性 规划 问题 


(LP) max 之 = 一 Ta 一 3z4 
Ss.t. -TI+3z2 +6z4 = 三 18 
2z2 十 Za 十 374 =24 
TL2 -Xa4txs =4 


tj20,， j=1,2,.…,5 


在 (LP) 中 ,不 难 验 证 : 

X= (15,5,5,3,2)T 是 一 个 可 行 解 ,但 不 是 基本 解 ( 因 其 中 非 
基 变 量 不 为 零 ); 

多 D0=( 一 18,0,24,0,4)' 是 一 个 基本 解 , 但 不 是 可 行 解 ( 因 含 
有 负 分 量 ); 

X= (0,0,15,3,7) 是 一 个 非 退 化 的 基 可 行 解 ; 
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T 
X = (0 号 ,3 于 ,0 是 一 个 非 退化 的 基 可 行 解 ,而 且 是 最 
优 解 ,其 最 优 值 为 =* = 加-3x 子 = 纺 . 
2.3.3 解 的 几何 意义 


为 了 解释 线性 规划 解 的 几何 意义 ,首先 介绍 凸 集 和 极点 的 基本 

定义 2.7 设 集合 DCE”, 若 对 于 任意 xz,z 轨 ED 及 实数 
a€[0,1] 都 有 

rx= ar 十 (1 -a)zxz2?ED 

则 称 DD 为 凸 集 . 称 az 中 + (1 一 a)x 人 2 为 x 和 xz 中 的 西 组 合 . 

凸 集 的 几何 意义 是 : 中 任意 两 个 不 同 点 连 线 上 的 点 (包括 两 
个 端点 ) 都 位 于 D 上 . 

定义 2.8 设 z,z2 zt 是 2 维 欧 氏 空间 中 的 & 个 点 ， 


k 

车 存在 a1,a2,…,as 满足 0 志 aj 志 1(i= 1,2,…,k), >ya; = | 
i=1 

使 


= a tar 二 


则 称 z 为 xz ,ze zz 避 的 凸 组 合 . 

定义 2.9 设 了 DG 已 ' 是 一 个 凸 集 ,zt2 EDD, 若 万 中 不 存在 任 
意 相 异 的 两 点 ze ,zt2(z0 天 < ) ,使 得 

TO = xz 十 (1 -- a zx) 

其 中 a€ (0,1), 则 称 z' 为 DD 的 一 个 极点 (又 称 顶点 ). 

换 句 话说 , 设 D 是 同 集 ,x' ED, 若 x 中 不 能 用 zr ED 
的 两 个 不 同 点 构成 的 线性 组 合 表示 为 

xz = ar +(1-a)z2 ,a € (0,1) 

则 称 x 人 0 为 D 的 一 个 极点 . 

例如 :实心 圆周 上 的 点 ,实心 球面 上 的 点 , 凸 多 边 形 的 顶点 都 是 


极点 . 
定义 2.10 设 DGE" 是 一 个 凸 集 ,如 果 对 于 任意 的 ED, 都 
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存在 一 个 向 量 p 关 0 ,使 得 对 于 所 有 的 a >0, 都 有 
rr+apE€ED 

则 称 凸 集 D 是 无 界 的 ,否则 称 D 有 界 . 非 空 有 界 凸 集 称 为 凸 多 面体 
或 者 单纯 形 . 

定理 2.4 设 (LP) 的 可 行 解 集 为 

D= {x|Ar=6,zxz 守 0} 

则 忆 是 凸 集 . 

证 任 取 z,z2ED 及 aefr0,1, 作 z0,zC 的 线性 组 合 

T= azrt) +(1 一 a) x 
由 于 x 人 之 0, x 人 之 0,a EE [0,1], 故 必 有 x 之 0. 又 由 于 4z 人 一 0 
A4ze) = 六 , 故 
Az = A4[ar+(1-a)zrz2]= aAr D+ (1-a)Ar = 0， 

所 以 xED, 于 是 DD 为 凸 集 . 

定理 2.5 设 (LP) 的 可 行 解 集 为 D,z' 中 ED, 则 x 是 DD 的 极 
点 的 充 要 条 件 是 x 为 (LP) 的 基 可 行 解 . 

证 ”必要 性 (用 反 证 法 ), 设 xz 中 是 DD 的 极点 ,但 不 是 (LP) 的 基 
可 行 解 。 不 妨 设 z 他 的 非 零 分 量 为 zt ,xz 名，… ,Xz 如 (km ), 对 
应 的 列 向 量 为 Pj,P;,…, Pi .由 定理 2.1 知 它 们 必 线 性 相关 , 即 存 
在 不 全 为 零 的 数 Si ,6,,… ,6 ,使 得 


> sp - = 0 
仿照 定理 2.2 的 证 明 过 程 ， 构造 (LP) 的 两 个 不 同 的 可 行 解 
x 0 + ebx = xO- 68 


其 中 6= (61,62,…,64;0,"…,0)T,e = sn Ta ,于 是 


() 1 wl (2) 
XT 2 2* 


从 而 x 中 不 是 D 的 极点 ,与 假设 矛盾 . 
充分 性 (用 反 证 法 ) 设 x 中 是 (LP) 的 基 可 行 解 ,但 不 是 DD 的 极 


点 , 则 在 D 中 可 以 找到 不 同 的 两 点 
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xD = (zi , xh1) 机 ,4D ) 工 


xz) = (x 和， x )T 
(xD 和 头 zx(2)) 
使 得 
XO) = AxD + 1- A)r ,A EE (0,1) 
由 于 x 中 ,x 中 ,x 之 0, 且 0<X<1, 上 式 表明 zx‘ 中 的 某 个 分 量 
为 零 时 , zt ,zt 中 相应 分 量 必 为 零 。 不 妨 取 了 > ,有 0 = 工 但 
=xz2=0, 于 是 
Px = b, 2 Px? = b, 
上 述 两 式 相 减 ,得 ” 
Ppa xP) =0 
又 因为 xz 中 壮 x 中 ,所 以 上 式 中 Pj 的 系数 不 全 为 零 , 故 向 量 
P1,P,,… ,Pi 线性 相关 ,与 x 中 是 基 可 行 解 的 假设 矛盾 ,证 毕 . 
根据 定理 2.3 和 定理 2.5, 可 以 得 出 如 下 结论 : 
推论 2.2 若 问 题 (LP) 的 可 行 域 有 界 , 则 该 问题 的 最 优 解 一 定 


在 可 行 域 D 的 极点 (或 项 点 ) 上 达到 . 
定理 2.6 设 (LP) 在 多 个 极点 zt ,z ,…,z 旬 处 达到 最 优 ， 


则 
z = DizDAZ0>=1 (2.3.14) 
也 是 (LP) 的 最 优 解 . 
证 设 目标 函数 的 最 优 值 为 xz ” ,由 假设 知 
Cx” = COA = XC 二 pe = z” 
故 z* 是 (LP) 的 最 优 解 ,证 毕 . 
由 定理 2.6 知 ,车 (LP) 有 两 个 或 两 个 以 上 最 优 解 , 则 (LP) 有 无 


穷 个 最 优 解 。 现 在 把 (LP) 的 最 优 解 的 几 种 情况 归纳 如 下 : 
1. 设 (LP) 的 可 行 解 集 为 DD, 车 DD 非 空 , 则 D 是 凸 集 ,D 可 能 有 
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界 , 也 可 能 无 界 . 若 (LP) 有 最 优 解 , 则 (LP) 的 最 优 解 必 在 极点 上 取 
得 . 
2.(LP) 无 最 优 解 时 ,有 两 种 情况 ,一 是 可 行 域 为 空 集 , 二 是 目标 
函数 无 界 ( 求 最 大 化 时 无 上 界 , 求 最 小 化 时 无 下 界 ). 
3.(LP) 有 最 优 解 时 ,一定 可 以 在 可 行 域 的 极点 上 取得 。 当 有 惟 
一 解 时 ,最 优 解 是 可 行 域 的 某 个 极点 。 当 有 无 穷 多 个 解 时 ,其 中 至 少 
有 一 个 是 可 行 域 的 极点 ,其 他 最 优点 在 可 行 域 的 某 一 段 边 界 上 . 


2.3.4 图 解法 及 示例 


为 了 对 线性 规划 最 优 解 有 几何 了 解 , 对 于 只 有 两 个 变量 的 线性 
规划 问题 采用 平面 上 作 图 的 方法 求解 ,这 种 方法 称 为 图 解法 . 

例 7. 设 (LP) maxz=clzl+caz2 

st. anxitamzr2= di 
a21Z1 二 02272 二 da 
x1, X20. 

解 令 ii:altzi+altzz=di,1a:a2171+Q22Z2=dd2 
坐标 轴 zi =0,zz=0, 作 出 可 行 
域 D, 如 图 2.1 所 示 . 

作 目 标 函数 xz( zi,za) 的 等 
值 线 clzl + czza = hh， 当 参 数 h 
变化 时 得 到 一 族 平行 线 , 这 一 族 
平行 线 刻 画 了 目标 函数 z (zi， 
zz) 的 变化 状态 ,hh 值 由 小 到 大 变 
化 时 ,等 值 线 clza + co272= 沿 
其 梯度 方向 vz = (ci,c2)"( 或 等 
值 线 的 正法 线 方向 ) 平 行 移动 , 迄 
历 可 行 域 D. 当 等 值 线 与 可 行 域 
D 相交 于 临界 点 时 (此 时 再 移动 ,等 值 线 与 可 行 域 D 无 交点 ) ,该 点 
即 为 (LP) 的 最 优 解 ,此 时 等 值 线 的 值 为 最 优 值 . 
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图 解法 步骤 : 

Step1. 在 .x1Oxs 坐标 平面 上 作出 可 行 域 D; 

Step2. 作 等 值 线 clzi + cox2= hh; 

Step3.  ” 若 目 标 函 数 求 最 大 值 ( 若 自 标 函 数 求 最 小 值 ), 则 令 h 
由 小 到 大 (由 大 到 小 ) 变 化 , 沿 梯 度 方 向 yz = (ci,cs)'( 负 梯度 方向 ) 
平行 移动 等 值 线 , 直 到 临界 点 ; 

Step4. ”将 相交 于 临界 点 的 两 直线 方程 联 立 , 求 出 最 优 解 . 通 


过 临界 点 的 等 值 线 的 值 为 最 优 值 . 
例 8. maxz= xX1+ ry 
st. 2zi+Sza<20 
27z1+ zs 
Xi1+ rs 
zx1, X20. 


解 ” 作 出 可 行 域 D, 如 图 2.2 所 示 . 
作出 目标 函数 梯度 方向 yz = (1,1)7; 作 出 目标 函数 的 等 值 线 
zi+ z3= 厂 ,由 小 到 大 改变 的 值 ,等 值 线 沿 梯度 方向 平行 移动 ,最 
终 与 可 行 域 D 的 边界 AB 相 重合 ,此 时 临界 等 值 线 为 z1 + x2=5， 
直线 AB 的 两 个 端点 分 别 是 A{ 3 ,3 ) 和 B(3,2), 于 是 直线 AB 上 
的 任意 一 点 都 是 问题 的 最 优 解 , 其 最 优 值 为 5, 此 时 最 优 解 表示 为 
工 ” = 3(1- 2) +3A = 4 二， 


3 ” 委 ) 委 1 
ZX2 = (1 2) +22 =- 4+ 当 ， 
例 9. maxz= ~2zx1+ Xx» 
s.t. rxit zx2s>1 
一 Zi1+3z2 生 3 
ZI Z2 之 0 


解 ” 如 图 2.3 所 示 , 可 行 域 为 无 界 区 域 , 目标 函数 的 梯度 方向 如 
图 2.3 所 示 , 其 最 大 值 点 为 A(0,1), 于 是 最 优 解 为 (0,1)', 最 优 值 
z” 三 1 . 


例 9 题 若 改 为 目标 函数 求 最 小 值 , 则 无 最 优 解 . 因为 可 行 域 DD 在 
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目标 函数 负 梯 度 方 向 无 界 , 于 是 目标 函数 >(zl, zz) 无 下 界 , 故 不 存 
在 最 优 解 . 

注 : 因 线 人 性 目标 函数 的 梯度 方向 Vz 与 目标 函数 等 值 线 的 正法 
线 方向 一 致 , 故 对 于 极 大 化 问题 也 可 以 说 , 当 有 由 小 变 大 时 ,目标 函 
数 的 等 值 线 沿 其 正法 线 方向 平行 移动 . 


习 题 


1. 某 工厂 需要 加 工 甲 . 乙 两 种 零件 ,这 两 种 零件 可 以 在 三 种 不 
则 机 床 ( 铣 床 . 六 角 车 床 .自动 车 床 ) 上 进行 加 工 , 机 床 数 及 生产 效率 
如 表 2.1 所 示 , 甲 、 乙 两 种 零件 比例 为 甲 : 乙 =2:1. 


表 2.1 


3 /日 台 
机 床 台数 机 床 生产 效率 ( 件 ) 


机 床 种 交 " 币 产 品 。 | ”过 产品 
犹 床 | 3 15 | 20 
六 角 机 床 3 20 | 30 
自动 机 床 30 
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试问 如 何 安排 任务 使 成 套 产品 的 数量 达到 尼 大 ? 
2.( 指 派 模型 ) 某 产品 装配 线 有 四 项 工作 需 四 个 人 去 做 ,每 个 人 
做 每 一 项 工作 的 相对 生产 率 如 表 2.2 所 示 . 


表 2.2 
工作 I 2 3 4 
人 员 J 
1 了 5 7 10 3 
~ ~ + 
2 | 3 ] 6 8 4 
_- 本 | 
3 4 3 3 2 
| } 
5 ] 4 2 10 


假定 每 人 做 一 件 工作 ,试问 如 何 分 派 工作 才 是 最 佳 方案 . 
3. 在 下 面 (LP) 中 找 出 满足 约束 条 件 的 所 有 基本 解 , 试 指出 其 中 
哪些 是 基本 可 行 解 , 哪 个 是 最 优 解 . 


(1) max zx 一 2z1 一 4z2t+tSz3 一 0z4 


S.t. Z1+472 一 27z3 二 8z4=2 
-XI+2z2+3r3t+4r4=1 
Xj; 之 0， j=1,2,.…,4 
(2) min z=5zx1—-2x +3xr3- 674 
s.t. X11+27z27+3r3+4zx4=7 
2r1+ T+ XT3+27r4=3 
zj 之 0， j=1,2,.…,4 
4. 设 (LP) max z=27z1+3x2 
s.t. 1 十 Xi 2 


4z1+6z< 委 9 

Zi 7Z22P0 
(1) 试 指出 两 个 最 优 顶点 及 最 优 目 标 函 数值 
(2) 试 指出 其 全 部 最 优 解 的 集合 . 
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5. 设 (LP) 的 约束 系数 矩阵 4 与 右 端 常数 向 量 分 别 为 


1 0 3 5 6 1 
A=|2 1 4 1 3I,b=|4 
3 1 2 0 4 2 


试问 zz, za,zs 所 对 应 的 列 向 量 能 否 构成 基 ? 试 写 出 B,N ,并 求 基 


B 对 应 的 基本 解 . 
6. 设 x ,zx 同时 为 (LP) 的 最 优 解 , 试 证 明 这 两 点 连 线 上 的 


点 也 是 (LP) 的 最 优 解 . 
7. 设 (LP) max z= Cx 
s.t. Ar 宇 0 
工 之 0 


(LP) 有 NN 个 基本 可 行 解 , 即 (z 扣 ，zt0 3 xz) (zf ， 


N 
Xz ,… ,xX 的))T, 这 些 解 的 加 权 zj 一 DA 二 1,2,…,n, 其 
=1 


中 ,2 >0, > = 1, 试 证 这 NN 个 基本 可 行 解 的 任何 加 权 值 必定 是 
(LP) 的 一 个 可 行 解 . 

8. 判断 下 列 集合 是 否 为 凸 集 ,并 说 明理 由 : 

(1) A=|{(zx1, zx)1 zr126, 7x, >9|; 

(2) B= |{(zi, x2)| 7x2 -37ri, x1>0, zx,>01; 

(3) C= |{(x1, zx) | zx? + rie1|. 
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第 三 音 ”线性 规划 的 解法 


线性 规划 问题 与 通常 的 条 件 极 值 问题 的 主要 区 别 在 于 线性 规划 
问题 要 求 所 有 变量 非 负 ,而 一 般 条 件 极 值 问题 不 一 定 有 这 一 要 求 . 于 
是 产生 一 些 适 应 线性 规划 问题 特点 的 解法 ,这 些 解法 有 1947 年 美国 
数学 家 但 茨 (G. B. Dantzig ) 提出 的 单纯 形 法 ,1953 年 提出 的 改进 单 
纯 形 法 ,1954 年 贝尔 (Beale) 提 出 的 对 偶 单 纯 形 法 ,随后 又 提出 原始 - 
对 偶 单纯 形 法 。1984 年 Karmarkar 运用 投影 变换 、 势 蝴 数 等 技巧 创 
建 了 一 种 新 的 线性 规划 多 项 式 算法 , 称 为 Karmarkar 算法 (又 称 内 点 
法 ). 上 述 方法 是 解决 线性 规划 问题 的 主要 方法 . 


$3.1 单纯 形 法 


3.1.1 单纯 形 法 的 原理 
1. 线性 规划 的 典 式 


设 线性 规划 问题 
maxz = Cx (3.1.1) 
s.t.Ax=b (3.1.2) 
工 之 0 (3.1.3) 


其 中 C=(cyycas sea), X=(ri,T2, Ta) 
A=(ai)nxa 且 R(A)=m (mn<n) 
b= (Cb1,b2 ,bm) ,bi20 (i=1,2,.,n) 
由 于 约束 方程 组 系数 矩阵 A 的 秩 等 于 ni, 且 mr<n, 可 以 从 矩 
阵 4 中 选 出 一 个 m Xx m 阶 非 奇异 方 阵 B 为 基 , 为 了 叙述 方便 ,不 妨 
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设 B=(Pi,P;,… ,Pn), 于 是 A=(B,N), 其 中 N= (P+1,*…， 
P, ) 为 非 基 变量 对 应 的 列 向 量 构 成 的 系数 矩阵 .变量 x= (zp ,znN)'， 
其 中 xgp = (zi, xz，… ,Xx )' 为 基 变 量 构成 的 向 量 ; zw = (zw+i， 
znr2 yzn)l 为 非 基 变量 构成 的 向 量 . 目标 函数 的 系数 C = 
C(Cs,CN), 其 中 Cp==(c1,c2,… ,cm) 为 基 变 量 对 应 的 价值 系数 构 
成 的 向 量 ; Cy = (cri1,cm+2，"… ;cn) 为 非 基 变量 对 应 的 价值 系数 构 
成 的 向 量 .这 样 上 述 线 性 规划 问题 又 可 以 写成 下 列 形式 


max z = Cpxp + CNXCN (3.1.4) 
s.t. Bxrp+ Nxvw=b (3.1.5) 
xXxp,XN 宕 0 (3.1.6) 
由 于 和 矩阵 B 是 非 奇 异 方 阵 ,从 式 (3.1.5) 得 
xp= B'b—B INxey (3.1.7) 


把 式 (3.1.7) 代 和 目标 函数 式 (3.1.4) 得 
z = C5( 有 18 - B iNxy) + CNxrw 
=CpB -ID + (CN ~ CppB -LN)xN (3.1.8) 
于 是 上 述 线性 规划 又 可 以 等 价 地 表示 为 
max z = CpB-lb + (Cw — CaB-LN)xN (3.1.9) 


st. xp+ BINxv= Bb (3.1.10) 
XpBxXN 之 0 (3.1.11) 
式 (3.1.9) 一 式 (3.1.11) 表 示 的 线性 规划 ,又 称 为 线性 规划 关于 基 也 


的 典 式 . 
2. 最 优 性 判别 与 基 可 行 解 的 改进 
为 了 讨论 的 方便 , 令 z0= CaB- ID,coNw= Cy- CpB -LN= 
(G+1s Om+2""" ,On) 
a 1,m+1 a 1,m+2 省 Cn 
a 2 md1 a 2,m+2 ”2,n 


N =B-IN = 


/ 7 四 
GQ n,mt+l GQ mm,mt+2 机 a m,n 
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8 = Bb= (071,02, 0.) 
于 是 线性 规划 关于 基 B 的 典 式 又 可 以 等 价 地 表示 为 
max z= zx0 十 > or, (3.1.12) 


j=nt+l1 


Ss.t. ;十 > a i = 6(7= 1,2,…,m) (3.1.13) 
j= m+l 


zj 守 0 (j = 1,2,.…,n) (3.1.14) 
在 上 述 典 式 中 ,车 令 zj =0(j= m+1,…,n), 则 得 到 基 可 行 解 
X=(xBp;0)7 ,其 中 xp= B71b= (6 141,623,…,0m) TxN 二 0. 对 应 的 . 
目标 值 z= zx?. 
当 oj<0(=m+ 1 ,nn) 时 ,zx;(j = m +1,… ,7) 由 零 增 大 , 目 
标 函 数值 减 小 , 故 上 委 0, 且 非 基 变 量 x; 全 部 取 0 时 ,目标 函数 值 最 
大 ,相应 的 基 可 行 解 为 最 优 解 , 最 优 目标 值 为 ”CesB 'b=z". 
但 若 存 在 某 个 ok >0, 且 当 xxkExN 增 大 时 , 则 相应 的 目标 涌 数 
值 增 大 ,此 时 ,对 应 的 基 可 行 解 不 是 最 优 解 .我 们 称 oj 为 (LP) 问 题 
检验 数 . 由 上 述 分 析 可 以 得 到 最 优 解 的 判别 定理 : 
定理 3.1 在 线性 规划 的 典 式 (3.1.12) 一 式 (3.1.14) 中 , 设 
x = (504,02,… 5m;0,…,0)” 是 对 应 于 基 召 的 一 个 基本 可 行 解 ， 
oj 委 0 (j= m+1,,n) 
恒 成 立 , 则 x?= (614,6 2,… ,5m,0,"…,0)" 是 线性 规划 问题 的 最 优 
解 ,相应 的 目标 函数 值 为 最 优 具 标 值 ,分 别 记 为 
x = 71,0 2 bm 0 ,0) ,zz" 二 0 
证 ” 设 x 是 线性 规划 典 式 的 任 一 可 行 解 , 则 有 x 袜 0. 因 o 到 
0 (= +lm+2 1) 因此 >) ozij 魏 0, 故 有 


j=m+l1 


La 、 
Cx = z(0) 十 >, GT z(0) =z 


j= mt+l 


即 z* 是 目标 函数 Cx 的 一 个 上 界 ,也 就 是 说 对 于 一 切 可 行 解 x 之 0， 
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均 有 Cx 二 z* ,但 Cx0= Cx ' =z" ,于 是 x? 是 最 优 解 .证 毕 . 

如 果 现 有 的 基 可 行 解 x" 不 是 最 优 解 , 则 需 在 基本 可 行 解 x 的 
基础 上 ,构造 一 个 新 的 基本 可 行 解 ,并 使 其 对 应 的 目标 函数 值 有 所 改 
善 ,于 是 有 如 下 定理 . 

定理 3.2 在 线性 规划 的 典 式 (3.1.12) 一 式 (3.1.14) 中 ,xf' = 
(501,0 3,… ,6,0,…,0) 是 对 应 于 基 B 的 一 个 基本 可 行 解 , 若 满 
足下 列 条 件 : 

(1) 有 某 个 非 基 变量 x 的 检验 数 o >0 (nm +1 上 kn); 

(2)a'n(i=1,2,…,m) 中 至 少 有 一 个 a>>0 (1 委 ; 委 六 ); 

(3)61>0(i=1,2,…,m), 即 x 为 非 退化 的 基 可 行 解 . 

则 从 x? 出 发 ,一 定 能 找到 一 个 新 的 基 可 行 解 x = (x 1, x2,，…， 
xz) 六 ,使 得 

z = Cx > Cx" = z'. 
证 ”只 需 证 明 当 x? 满足 定理 条 件 时 ,从 x? 出 发 可 以 构造 出 新 的 基 
可 行 解 过 ,并 且 其 对 应 的 目标 函数 值 有 所 改善 . 


(1) 确 定 进 基 变量 

车 只 有 一 个 检验 数 wm >0(7+1 委 & 魏 2) , 则 取 ok 对 应 的 非 基 
变量 xx 为 进 基 变 量 . 若 有 两 个 以 上 检验 数 为 正 ,为 使 目标 函数 值 增 
加 快 些 , 则 选取 最 大 正 检验 数 所 对 应 的 非 基 变量 为 进 基 变量 , 即 

maxlo1o >0m+1l<jij<n)=o (3.1.15) 

则 取 ze(m +1T 委 上 魏 ”) 为 进 基 变量 . 

(2) 离 基 变 量 的 确定 

若非 基 变量 xx 为 进 基 变量 , xk 所 在 的 列 向 量 Pi = (ax， 
a 24，… sa mk)' 中 至 少 有 一 个 分 量 c 公 >0, 令 

0=min{b’,/a xla n>0,1<i<m|l=06 /a n>0 (3.1.16) 

则 56“, 所 在 行 相 应 的 基 变 量 x, 为 离 基 变量 . 

(3) 构 造 新 的 解 

由 式 (3.1.15) 确 定 人 基 变 量 x 及 式 (3.1.16) 确 定 离 基 变 量 


xX, , 令 
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站 i 二 1,2,…,n,i 闫 ， 


0， 1 三 7， (3.1.17) 
x; =0, j=m+t+l,m+2,.,n,7 关 上 
于 是 
区 二 (x'1, X27, ， Xl rk, 六 1 0 Tm, Tmtls 0 
rs )T. 
(4) 证 明 x 为 基 可 行 解 
为 叙述 的 方便 ,把 x 用 向 量 表 示 为 x = (x'gp,x wn)" ,其 中 x's 
为 基 向 量 ,x“w 为 非 基 向 量 ,把 x 代入 式 (3.1.10) 左 边 . 
0 


7 vv ~ ’ 7/ / / 
XB + NxnN =XB+ (p m+lsP mt2°" "3Prs' "sD ») 0 


0 


=6b — 0p + Opk 
=4b = 右边 
表明 x 满足 约束 方程 组 ,又 由 x 的 构造 知 , 车 a'i>>0, 由 式 
(3.1.16) 有 7: 之 9>0, 于 是 z=b% -a 之 0 车 an<0,0>0, 则 
ik 


— ax>0,— bx>0, 于 是 工 1 一 0 一 box 之 0, 故 X 二 0 一 ba 之 0， 
i 二 1,2,…, nm, 表明 x 满足 非 负 条 件 . 
由 上 述 可 知 ,x“ 是 可 行 解 .由 式 (3.1.6) 知 


zr” 一 (XI L200 TT Tl Tm 0 ,0)T 
对 应 的 基 向 量 组 为 
Pi,P,,*%…,P,_1,P:,P,r1,.%,P, (3.1.18) 


若 能 证 明 上 述 向 量 组 线性 无 关 , 则 x 为 基 可 行 解 .用 上 反 证 法 证 


明 . 
若 向 量 组 (3.1.18) 线 性 相关 ,而 原 向 量 组 Pi, Pi,…, PP， 线性 
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无 关 , 从 而 P, 必定 是 其 余 m - 工 个 向 量 构成 的 线性 组 合 , 即 存在 
71 一 1 个 不 全 为 零 的 数 4;(i =1,2,… ,ni,i 关 7) 使 得 


Pp, = DP, (3.1.19) 
这; 
P’, = BP, 
故 Pi = BP’, = >a’aP; (3.1.20) 


由 式 (3.1.19)、 式 (3.1.20) 得 
之 (aa 一 2A)P, + a xP, = 三 0 


由 于 a ‘4 关 0, 故 原 向 量 组 Pi ,Ps,,…,P,,…,P,, 线性 相关 ,与 
假设 矛盾 ,说 明 向 量 组 Pi ，,…,P,_1, P,P,11,…,P,, 线性 无 关 . 从 
而 x 是 基 可 行 解 . 

(5) 证 明 z =Cxr=z0+oa0>Cxro=z0 

因为 xr4=0>0,x j=0()=m+1,.…,n,jk) 且 oi >0, 由 
线性 规划 典 式 的 目标 函数 式 (3.1.12) 知 

z = Cx = z+ ox = Z0O+a > xz0 

故 * 对 应 的 目标 函数 值 比 x" 对 应 的 目标 函数 值 优 . 

定理 3.3 设 x=(51,60s,…,0m,0，,…,0)' 是 一 个 基本 可 行 
解 , 所 对 应 的 检验 数 向 量 e = (0,0,…,0,o%+1，…,0;) 太 0, 其 中 存 
在 某 一 个 非 基 变量 检验 数 mw =0 (m +1 志 k 志 n), 则 线性 规划 问题 
有 无 穷 多 个 最 优 解 . 

证 ”把 检验 数 m 对 应 的 非 基 变量 x 确定 为 人 基 变 量 ,使 x 二 
0, 同 时 确定 某 一 个 基 变 量 x, (1 志 7 肆 mm ) 为 离 基 变量 ,即使 x, = 0， 
由 此 构造 出 一 个 新 的 基 可 行 解 x .因为 so =0, 由 式 (3.1.11) 知 x 
对 应 的 目标 函数 值 z = z= z= CsB 5b, 可 知 x 也 是 最 优 解 .于 是 
x =XAx+(1-A)x ,XAE[0,1j] 也 是 最 优 解 ,由 于 A4E€10,1j 的 任意 
性 , 故 线性 规划 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 . 

定理 3.4 在 线性 规划 的 典 式 (3.1.12) 一 式 (3.1.14) 中 ,x?”= 
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(01,0 2，… ,60 wm,0,…,0)T 是 对 应 于 基 B 的 一 个 基 可 行 解 . 若 有 某 
一 个 非 基 变量 的 检验 数 cg >0(m +1 三 k 达 nn), 且 有 an 夺 0(i=1， 
2,… ,1), 即 P'=B- 1P, 志 0, 则 该 线性 规划 问题 无 最 优 解 . 

证 由 定理 3.3 的 证 明知 , 当 a 入 0(i=1,2,…,m) 时 , 任 取 
0>0, 按 构造 新 的 基 可 行 解 的 方法 作出 x 必 为 基 可 行 解 ,其 相应 的 
目标 函数 值 为 

z= Cr =z+o0g (mt+l<k<n) 

因为 wm >0,9>0, 故 当 0- 一 +co 时 ,z 一 +co. 目 标 晒 数 无 上 界 ， 

原 线性 规划 无 最 优 解 . 


3.1.2 单纯 形 法 的 实现 


对 于 线性 规划 问题 (3.1.1) 一 式 (3.1.3) ,根据 线性 规划 的 基本 
定理 ,如 果 可 行 域 非 空 有 界 , 则 目标 函数 一 定 在 可 行 域 的 顶点 上 达 
到 .于 是 从 一 个 顶点 开始 ,检查 其 是 否 最 优 ,如 果 不 是 最 优 则 转换 到 
相 邻 的 一 个 顶点 ,再 检查 是 否 最 优 , 依 此 类 推 ,直到 求 得 达到 最 优 值 
的 顶点 .由 定理 3.3 知 , 线 性 规划 在 可 行 域 顶点 和 基本 可 行 解 之 间 存 
在 对 应 关系 ,因此 上 述 过 程 又 可 以 等 价 地 叙述 为 :线性 规划 单纯 形 法 
的 基本 思路 是 从 一 个 初始 基 可 行 解 开始 ,判定 这 个 初始 基 可 行 解 是 
和 否 为 最 优 解 ,如果 不 是 则 转换 到 相 邻 的 一 个 基 可 行 解 ,并 使 目标 函数 
值 改善 ,这 样 重复 进行 有 限 次 后 ,可 以 找到 最 优 解 或 判断 问题 无 最 优 
解 ,于 是 单纯 形 法 的 寻 优 过 程 简 述 为 : 

Stepl. 已 知 一 个 初始 基本 可 行 解 ; 

Step2. ”检查 基本 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ,如 果 最 优 则 已 找到 最 
优 解 ,停止 计算 ,否则 转 下 一 步 ; 

Step3. ” 转 至 目标 函数 有 所 改善 的 另 一 个 基本 可 行 解 , 然 后 返 
回 到 Step2. 

1. 用 初等 行 变换 直接 求 改进 的 基本 可 行 解 

已 知 一 个 基本 可 行 解 x , 若 不 是 最 优 解 , 则 按照 定理 3.3 的 证 明 
过 程 中 提 到 的 按 最 大 增加 原则 和 最 小 比值 原则 分 别 选取 入 基 变 量 和 
离 基 变量 ,从 而 构造 新 的 改进 的 基 可 行 解 x .改进 的 基 可 行 解 x 的 
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基 变 量 只 是 在 原 基 本 可 行 解 x 的 基 变 量 的 基础 上 用 换 入 的 基 变 量 去 
替代 换 出 的 变量 ,而 其 余 基 变量 不 变 . 因此 为 了 求 得 改进 的 基 可 行 
解 , 只 需 对 式 (3.1.9) 的 增 广 和 矩阵 进行 初等 行 变 换 ,将 换 人 变量 的 系 
数列 向 量变 换 成 换 出 变量 的 单位 向 量 ,同时 保持 其 他 单位 向 量 不 变 . 
用 下 例 说 明 其 过 程 . 
例 1. max z=5zx1+2zx2t+3r3- rat+ rs 
st. Zit2z2+2x3+zxa4 =8 
3zxz1t+4zx2+x3 +xs=7 
zj 之 0， j=1,2,.…,5. 


1 2 2 1 0 8 
A= ,b= ,C=(5,2,3,—1,1 
解 ( 4 1 0 1 ( 4 ) 


1 0 
到 初 始 可 行 基 B= | 上 = (Ps ps) ,于 是 revzs 为 基 变 量 ， 


0 
zi,Zz2,Zz3 为 非 基 变量 . 


N = ( 2 1 (p1, Pp2, Pp3), Xp = | 
3 4 1 Xs 
之 1 
xXxN = |zzjl,Cae=(-11),CN = (5,2,3) 
TX3 
信 吉 =0,xp BB-1b=b= (|, 于 是 初始 天 可 行 解 为 x = 


(0,0,0,8,7) ,相应 的 目标 函数 值 
z0= CpB -ID=(-1,1)(8,7)I= 一 1 
检验 x? 是 否 为 最 优 解 ,检验 向 量 
av =CN- CsB-IN = (5,2,3)-(-11)(1 2 2\ = 3) 
=(5,2,3) - (2,2, - 1) = (3,0,4) 

因为 非 基 变量 的 检验 数 c =3,cs=4 均 大 于 零 , 由 最 优 解 判别 
定理 3.1 知 x*= (0,0,0,8,7)! 不 是 最 优 解 . 

基 可 行 解 x? 的 改进 ,入 基 变 量 的 确立 ,因为 
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maxio lo >0,7+1 委 7j 魏 n} = max{3,4} = 4， 
于 是 x; 为 人 基 变 量 . 
离 基 变 量 的 确定 ,因为 


及 -15 = (em= () 
7 1 


axa>0,l1<i<m| = min > 


0 = min{b',/a 全 


由 最 小 比值 原则 知 ,变量 z4 为 离 基 变量 . 
求 改进 的 基 可 行 解 * ,对 约束 方程 组 的 增 广 和 矩阵 进行 初等 行 变 


换 使 人 基 变量 x 对 应 的 列 向 量 p; = (1 变换 成 离 基 变 量 x 对 应 的 


1 
'1 一 


单位 向 量 | 0 )， 同时 保持 另 一 基 变 量 zxs 对 应 的 单位 列 向 量 | 1 ) 不 变 . 
其 变换 如 下 

1, [1 1 
CEE 
341017 


1 

2 

9 1 

3 0 一 了 1 3 
由 于 新 的 增 广 矩阵 是 原 约束 方程 组 对 应 的 增 广 矩阵 经 初等 行 变 

换 得 到 的 .因此 新 的 增 广 矩 阵 对 应 的 方程 组 与 原 方程 组 同 解 .于 是 得 


到 改进 的 基本 可 行 解 x , 即 


3 41 0 17 


， zl 
XB , 
x = “| 其 中 x’Bg | | Zz 
XN 
4 
1 1 
ON ,,,, 2 1! 2 
B= (p75) = (| N= Cave = 5 1 
2 3 2 


4 
Cp 一 (3,1)，CN 一 (5,2, 1),b" 二 四 


令 zw=0,za=B-10 = (3 ,于 是 政 迁 的 基本 可 行 解 为 
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x’ =(0,0,4,0,3)T 
目标 函数 值 为 Cap 03.0 人 =15 
检验 x* = (0,0,4,0,3)7 是 否 为 最 优 解 ,检验 向 量 


pe 


ON = CN 一 CpB-IN 二 (5,2, 一 1) (3,1) 


bw be 


=(1, ~ 4, — 2) 
因为 非 基 变量 zi 的 检验 数 cl=1>0, 由 最 优 解 判别 定理 3.1 
知 x = (0,0,4,0,3)' 不 是 最 优 解 . 
对 基本 可 行 解 六 进行 改进 ,人 基 变 量 的 确定 ,由 于 只 有 非 基 变 
量 zi 的 检验 数 cl >0, 故 取 zi 为 人 基 变 量 . 
离 基 变 量 的 确定 ,由 于 


4 


B ib = | 
3 


)， 一 pi 一 


LI DL 


4 
,0= min |1 
2 


Do | 


于 是 取 zs 为 离 基 变量 . 
对 于 上 述 增 广 和 矩阵 再 次 进行 初等 行 变换 ,使 换 入 变量 zl 对 应 


的 系数 列 向 量 P: = 变换 为 离 基 变量 zs 对 应 的 单位 列 向 量 


LI oI 


0 ,保持 p, 对 应 单位 列 向 量 不 变 , 具 体 变换 如 下 


5 1 
1 1 2 [1 1 727 
7 1 1 0 4 7 1 1 3 0 4 
5 1 6 1 2 6 
本 3 0 一 1 3 1 5 0 > 5 5 
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2 3 1 17 
0351 5 5 5 
6 1 1 61 
150-5 5 5 
变换 后 得 到 基本 可 行 解 x*. 即 
~ , X22 
~» IXB 本 XT3| , 
X= | 其 中 = | ES “| 
XN 1 
Xs 
1 0 
B” = ~ ) = 
(pa yp (。 | 
2 3 _l1 17 
AN = (pps,ps) = 5 5 5 5 
= (Pp2;P4,Ps5/)= 6 1 2 三 6 
5 5 5 5 
CB 三 (cayci) 一 (3,5) ,CN 二 (c2,c4, C5) 二 (2， 一 1,1) 
17 
5 _ 
令 xnw=0,xp=B b= 6 ,于 是 得 到 的 改进 基 可 行 解 为 
5 
_/60000) 
x = (和 .0 二 .0.0] 
17 
一 M 一 17 5 _ 81 
目标 函数 值 z”= CpgB b=(3,5) 6 | 
5 
检验 x 是否 为 最 优 解 ,因为 
2 3 _1l1 
_1 5 5 5 
IN =Cn— CsB N= (2,-1,1)- (3,5) 6 1 2 
5 5 4 
36 4 7 26 9 _2 
=(2,—1,1) ( 字 .55)= 5? 5 加 


由 于 所 有 检验 均 小 于 等 于 零 , 由 最 优 解 判别 定理 3.1 知 x 为 所 
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求 线性 规划 问题 的 最 优 解 . 


即 x" 一 = [所 ,0, 时 ,0,0) ,最 优 目标 值 为 “= = 到 

2. 单纯 形 法 的 表格 形式 

单纯 形 法 的 计算 过 程 实质 上 是 从 已 知 初始 可 行 基 B = (pp ,…， 
pr-1pryPril，…s pm) 与 基本 可 行 解 x 开始 , 若 x 不 是 最 优 解 ,为 
了 得 到 最 优 解 ,通过 对 有 限 个 基本 可 行 解 进行 检验 、 和 迭代 改进 ,直到 
求 出 最 优 解 或 判断 问题 无 最 优 解 .在 迭代 过 程 中 ,为 了 对 现 有 基本 可 
行 解 进行 改进 ,依据 最 大 增加 原则 选取 入 基 变 量 zx (m + 1 二 kn) 
和 最 小 比值 原则 确定 离 基 变量 z-(1 委 r 魏 罗 ), 于 是 原来 的 基 B = 
(pi ;Pr-15 DP,;Pr+1，…; pw) 变换 成 基 B = (p11,…,p -1,p',， 
pris m): 这 种 变换 过 程 称 为 换 基 . 换 基 过 程 可 以 在 表格 .上 进 
行 , 这 种 进行 单纯 形 法 和 迭 代 的 表格 称 为 单纯 形 表 .在 单纯 形 上 进行 近 
代 的 算法 通常 称 为 单纯 形 法 . 

设 x 是 现行 的 一 个 基本 可 行 解 , 基 变量 xp = (zx1,z2,，"… ,Tm)!， 
非 基 变量 xw = (zii1, Tw+2，… ,Tn) ,可行 基 B= 了 T( 单 位 方 阵 ) ,此 
时 Ca= (ce cm) CN = (cnr1s cm+2r rs cn) b= (D1 062, bn) 

单纯 形 表 如 表 3.1 所 示 . 
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检查 非 基 变量 zj(m +1 委 7) 委 2) 对 应 的 检验 数 oj (m +1 二 


jn ). 


-4 pd ~ xB 人 
看 os 和 0(m +1T 生 ) 委 2”) ,得 到 最 优 解 -| -| ) 


XN 
最 优 目标 值 x* = Cs2 ,停止 计算 ,否则 转 下 -- 步 . 
若 oj=maxlo|o;>0,m+1 志 j 志 nn], 则 zi 为 人 基 变 量 . 
根据 最 小 比值 法 则 确定 离 基 变量 , 即 若 
六 


7 
Qk 


r 


aix>0lQi<Qnm 


i 
7 


op 
0 = min 
C 大 


则 (1 委 r 委 六 ) 为 离 基 变量 . 
以 < 作为 主 元 作 旋转 变换 , 即 x 对 应 的 列 px 变换 为 单位 列 向 
量 pi ,也 就 是 


a nk 0 
重复 上 述 过 程 , 直 到 找 出 问题 的 最 优 解 或 判别 原 问 题 无 解 . 
例 2. 用 单纯 形 表 求 例 1 的 最 优 解 . 
max z=5zxz1+2x2t+3zxz3— Xa4t Xxs 
s.t. ZX1+2z2+27x3+ Xa =8 
3z1+4za+za +xs=7 
ZijD0 j=1,2,.…,5. 


小 m= ( 1] 林 以 枸 成 初 给 可 


解 已 给 问题 是 标准 形 , 且 ps = EF 


行 基 B, 即 B= (psa,ps). 基 变量 xp = ,初始 单纯 形 表 如 表 3.2 


4 
Ts 


所 示 . 
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表 3.2 


由 此 得 到 初始 基本 可 行 解 xz%=(0,0,0,8,7)I,z0= -1 工 .因为 
非 基 变量 检验 数 cl =3,cs =4 均 大 于 零 , 由 最 优 解 判别 定理 3.1 知 
x? 不 是 最 优 解 . 又 因为 G3 一 = max | cl， 6 ， = max|{3, 41| = 4, 取 X3 为 


人 基 变 量 ,0 = min ,了 | = 了 ,于 是 
Xx4 为 离 基 变量 , 取 a13=2 为 主 元 作 旋 转变 换 得 新 的 单纯 形 表 , 如 表 
3.3 所 示 . 


0 | ， 
a a >0,1<i<2) = min 
13 


表 3.3 
CC 5 2 3 一 1 1 
0 
Cp | o Xl X2 3 Xs Xs 
1 1 1 
3 ZT3 4 -a 1 1 0 4/ 一 
5 1 5 
1 Xs 3 >* 3 0 - 权 1 3 本 
| T 
z 15 1 一 4 0 一 2 0 


从 表 3.3 中 得 基本 可 行 解 六 =(0,0,4,0,3)7,z =15 
非 基 变量 的 检验 数 zj = 1>0 且 pi = (去 , 误 ) ,由 最 优 解 关 


1 
4 二 


别 定理 知 x* 不 是 最 优 解 . 取 zl 为 人 基 变 量 , 又 因为 0= min 
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肥 -3 /到 ,所 以 取 zs 为 离 基 变 量 , 主 元 为 (= 六 作 旋转 得 单纯 


2 2 
形 表 3.4. 
表 3.4 
C 5 2 3 -1 1 
- 二 0 
Cs XB b Xi X22 Ty TX4 Xs 
17 2 3 1 
3 | x | 寺 三 三 -二 
23 | 3 0 5 i 5 5 
6 6 1 2 6 
5 一 一 
Xl 5 1 5 0 5 5 sl 
81 _26 9 .2 
“ 5 0 5 0 5 5 


表 3.4 中 所 有 非 基 变量 检验 数 均 小 于 等 于 零 ,由 最 优 解 判别 定 


4 、 ，_ 16 、17 T ， 、 
理 3.1 知已 得 最 优 解 x = {3.0.0,0) ,相应 的 最 优 值 <* = 
81 
本 


$3.2 初始 基本 可 行 解 的 求法 


单纯 形 法 的 第 一 步 是 要 寻找 一 个 初始 基本 可 行 解 . 求 初始 基本 
可 行 解 可 以 任 选 一 个 基 , 求 出 其 相应 的 基本 解 ,如 果 这 个 基本 解 满足 
非 负 条 件 , 则 为 基本 可 行 解 .事实 上 在 约 东 方程 组 的 系数 矩阵 中 选取 
一 个 基 并 且 使 该 基 对 应 的 基本 解 为 基本 可 行 解 并 不 容易 .通常 可 用 
的 方法 是 在 约束 方程 组 的 系数 矩阵 中 凑 成 一 个 m Xx m 阶 的 单位 矩 
阵 , 从 而 得 到 初始 可 行 基 . 

设 线性 规划 问题 


(LP) max z= cizl+cz+ + cn (3.2.1) 
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上 + ai27z2 十 十 alozn = bi 
s.t. : : (3.2.2) 
[a 十 Co 十 十 Co = On 
zi0 (j= 1,2,.…,n) (3.2.3) 
且 设 约束 方程 组 (3.2.2) 的 系数 矩阵 A 中 不 明显 包含 一 个 pn Xm 
阶 的 单位 矩阵 ,5; 宕 0(i =1,2,… ,nm). 
为 了 在 约束 方程 组 的 系数 矩阵 中 凑 成 一 个 m Xx pr 阶 单位 方 阵 ， 
可 以 在 (3.2.2) 的 每 个 约束 方程 中 加 入 一 个 人 工 变量 ,将 约束 方程 组 
化 为 


aliXi 十 Qi2Z2 十 十 Qlrzn 十 n+l = 01 
(3.2.4) 
CTZ1 十 Cao22 十 … 十 GoorEn + Tutm = Om 
Ti0 (=1,2, nnt1l,m ,n+t+m) (3.2.5) 
上 式 又 可 以 用 和 矩阵 表示 为 
Ax+lIx,=6b (3.2.6) 
工 之 0,z， 之 0 (3.2.7) 


其 中 x = (Tl Zn42， Zn ) 为 人 工 变 量 向 量 , 了 为 
m X m 阶 单位 矩阵 . 

在 约束 方程 组 (3.2.6) 中 , 取 单 位 方 阵 工 为 初始 可 行 基 , 于 是 人 
工 变量 为 基 变 量 ,z=0(j=1,2,…,n) 为 非 基 变量 . 令 x;=0(j= 
1,2,…, nn) 得 到 基于 初始 可 行 基 的 初始 基本 可 行 解 

x = (0,0,.,0, 641 Dn +12) 7 Dnt m) 

但 是 这 样 求 得 的 初始 基本 可 行 解 并 非 原 线性 规划 问题 的 基本 可 
行 解 ,因为 原 问题 中 没有 人 工 变量 ,倘若 加 入 人 工 变 量 , 只 有 当 人 工 
变量 全 部 取 零 时 基本 可 行 解 对 原 问题 才 有 意义 .下 面 介绍 两 种 方法 
排除 人 工 变量 ,这样 就 可 以 求 出 初始 可 行 基 和 初始 基 可 行 解 . 


3.2.1 大 M 法 


为 了 在 线性 规划 式 (3.2.1) 一 式 (3.2.3) 中 求 得 初始 可 行 基 和 基 
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本 可 行 解 ,引入 人 工 变量 zx, 41(i=1,2,…, mn) 及 一 个 充分 大 的 数 
M >0, 原 线性 规划 化 为 


(LP’) maxz 一 cz +c — Mrrit+ rim) (3.2.8) 
QH1Z1 十 二 Cirzn + Tatl = /0 
S + : : (3.2.9) 
QnlT1 + 十 aywetn + Zn = Om 


zi0 (=1,2, ,n,n+1, ,nt+n) (3.2.10) 
在 式 (3.2.8) 一 式 (3.2.10) 中 ,约束 方程 组 的 系数 矩阵 中 已 显 含 一 个 
由 人 工 变量 对 应 的 单位 列 向 量 构成 的 初始 可 行 基 , 以 人 工 变量 为 基 变 
量 , 原 决策 变量 为 非 基 变量 , 令 非 基 变量 为 零 , 便 得 到 初始 基 可 行 解 , 于 
是 可 以 用 单纯 形 法 求解 . 迭代 后 , 若 在 最 终 单纯 形 表 中 基 变 量 不 含 人 工 
变量 , 且 检 验 数 满足 最 优 解 判别 定理 ,此 时 , 便 得 到 原 线性 规划 问题 的 最 
优 解 . 若 在 最 终 单 纯 形 表 中 基 变 量 含 人 工 变 量 ,虽然 检验 数 满足 最 优 解 
判别 定理 ,但 该 最 优 解 不 是 原 线性 规划 问题 的 最 优 解 , 说 明 原 线性 规划 
问题 无 解 . 
例 3. 用 大 M 法 求解 
min z = x1 — 2x2 
Z1 二 2 之 2 
一 ZI1+Z2 之 1 
X23 
Xi' TX; 之 0. 


解 ” 把 原 问 题 化 为 标准 型 


maxz =— Xi 十 27z2 
1 十 2 一 3 = 2 
一 1 十 并 2 Xa4 = 1 
S.t 
X22 + Xs=3 


zt 0 j= 1,2,,5 
考察 约束 方程 组 的 系数 矩阵 , 仅 有 松弛 变量 zs 对 应 的 列 向 量 为 单 
位 向 量 ,因此 添加 人 工 变 量 ze 和 z7, 于 是 原 问题 化 为 如 下 形式 
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maxz = 一 Zi+2za — M(xze + x7) 
XI + X22— xX3 + Z6 = 2 
一 Xi1+ x2 一 za +x7=1 
S.t 
2 十 Xs = 3 


Zi 之 0， 了 二 1,2,…,7 


了 


在 单纯 形 表 上 的 计算 过 程 如 表 3.5, 表 3.6 所 示 . 


0|z|l 3 | 0 1 0 0 1 0 0 | 344 
z |-3M| -1 2+2M -M -M0 0 0 
| 
-Mr 1|2 0 -1 1 0 1 -1 |172 
2 a 1 -1 1 0 -1 0 0 1 
0 jz 2 | 1 0 0 1 1 0 -1 |24 
z I2-MIl+2M 0 -M2+M 0 0 -2-2M 
一 1 _1 1°* 1 1 1 ,1 
! "| 2 1 0 272 0 3 2 [2 2 
1 _1 1 1 
2 
3 1 1 1 1 |3,1 
oT ?0 人 人 2 2 [2 2 
、 一 
: | 至 |。 0 村 廓 0 -3 了-M -了 -M 
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表 3.6 
C 
十 一 0 
Cp |xs| 8 x1 Xiy 3 ZX1 Xs x6 x7 
0 1 | 2 0 -1 1 0 1 -1 
2 |z| 2 1 1 -1 0 0 1 0 
0 | xs 1 -1 0 1 0 1 -1 0 
| 4 -3 0 2 0 0 -2-M -M | 
0 ixi| 2 1 0 0 1 1 0 -1 
2 |zzj 3 0 1 0 0 1 0 0 


最 后 一 行 表 明 , 所 有 检验 数 均 为 非 正 , 满 足 最 优 解 判 别 定 理 
3.1, 已 得 最 优 表 , 同 时 基 变 量 中 不 含 人 工 变量 ,所 以 基本 可 行 解 
x" =(0,3,1,2,0)7 为 原 问 题 的 最 优 解 , 且 minz= 一 6. 

注 关于 大 M 法 的 应 用 说 明 如 下 : 

(1) 在 5 实 0 的 条 件 下 ,如果 约束 方程 组 的 系数 矩阵 4 中 已 有 ， 
个 (0<<; 达 nm) 不 同 的 单位 列 向 量 ( 含 松弛 变量 对 应 的 单位 列 向 量 )， 
此 时 内需 引进 mm -~ s 个 人 工 变量 ,使 这 些 人 工 变量 对 应 的 单位 列 向 
量 和 原来 的 ; 个 单位 列 向 量 构成 初始 可 行 基 , 这 样 可 以 减少 计算 工 
作 量 . 

(2) 在 单纯 形 法 迭代 中 , 某 个 人 工 变量 一 旦 离开 基 , 则 可 以 删 去 
这 一 列 , 不 必 再 考虑 . 如 果 要 通过 最 终 单纯 形 表 查 出 最 优 基 的 道 矩 
阵 , 则 不 能 删 去 这 些 列 ,而 应 继续 进行 变换 . 

(3) 设 原 线性 规划 问题 (LP) ,采用 大 M 法 构造 的 线性 规划 问题 
为 (LP') ,两 者 最 优 解 之 间 有 如 下 关系 


x 


CD 当 (Lp 有 最 优 解 , 且 为 | | 时 阁 ZNM=0, 则 xz 为 (LP) 的 


x 
x 
TM™ 
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最 优 解 ; 若 z 必 天 0, 则 (LP) 无 最 优 解 . 

(这 ) 当 (LP’) 无 界 时 ,车 所 有 人 工 变 量 均 为 零 , 则 (LP) 无 界 ; 若 至 
少 有 一 个 人 工 变量 取 正 数 , 则 (LP) 无 可 行 解 . 


3.2.2 两 阶段 法 


两 阶段 法 是 去 掉 人 工 变量 寻找 原 问 题 的 初始 基本 可 行 解 的 另 一 
种 方法 . 计算 过 程 分 为 两 个 阶段 ,第 一 阶段 是 引入 人 工 变量 , 即 
Xnti 之 0 (=1,2,…,m) ,以 所 有 人 工 变量 之 和 为 目标 函数 并 进 
行 极 小 化 , 原 问 题 的 约束 条 件 中 引入 人 工 变量 构成 辅助 规划 问题 的 
约 东 条件 , 即 


minzw 三 DS),,, (3.2.11) 
i=1 
auzit a2r2 t+ a t T+1 二 Da 
tt an Qa 十 并 +2 2 (3.2 .12) 
QZ1T an2.72 十 十 CQonrEn + Tit m= Om 
Ti20,7=1,2, ,nn n+l1, ,nt ni (3.2.13) 


在 辅助 规划 问题 中 ,由 于 人 工 变量 x,;; 宇 0 (i = 1,2,… ,7 ), 且 
目标 函数 w = > , ,有 下 界 ,于 是 辅助 规划 问题 必 有 最 优 解 . 又 由 


于 人 工 变量 对 应 的 单位 列 向 量 构成 初始 可 行 基 , 可 以 用 单纯 形 法 求 
解 辅助 规划 问题 . 辅助 规划 问题 的 求解 结果 与 原 线性 规划 问题 初始 
基本 可 行 解 存在 如 下 情况 : 

1. 车 w* >0, 说 明 至 少 有 一 个 人 工 变量 无 法 从 林 变 量 中 替换 
出 来 , 原 问题 无 可 行 解 ,可 以 停止 计算 . 

2. 车 w* =0, 说 明 存在 一 组 基本 可 行 解 ,使 目标 函数 值 等 于 
零 .此 时 存在 以 下 两 种 情况 : 

(1) 若 辅助 规划 问题 的 基 可 行 解 中 ,所 有 人 工 变量 均 为 非 基 变量 
( 取 值 为 0) ,此 时 ,去 掉 人 工 变量 得 到 原 问 题 的 初始 可 行 基 和 初始 基 
本 可 行 解 . 
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(2) 若 辅助 规划 问题 的 最 优 基 可 行 解 中 含有 人 工 变量 且 取 值 为 
零 ,该 问题 为 退化 问题 .可 以 采用 下 述 方法 减少 人 工 变量 . 
设 辅助 规划 问题 的 最 优 单纯 形 表 如 表 3.7 所 示 . 


表 3.7 中 o=(cio ,0410n+1，, ootw) 为 辅助 规划 问题 
(3.2.11) 一 式 (3.2.13) 的 检验 向 量 , 若 o 之 0, 由 最 优 性 判别 定理 知 ， 
已 得 到 辅助 规划 问题 的 最 优 单 纯 形 表 。 这 里 zsl, zsz，…，ZBr，…， 
zp 为 基 变 量 ,不 妨 设 zp,(n+1 志 Br 万 n+ mm) 为 人 工 变量 , 且 取 值 
为 零 ( 即 zxp, = 0 = 0). 检 查 zsgr 所 在 行 ( 即 第 ~ 行 ) 的 前 ” 个 元 素 
a'w(j=1,2,..…,n). 

(如 果 a (j=1,2,…,n) 不 全 为 零 ,不 妨 设 第 一 个 不 为 零 的 
非 基 变量 的 系数 a , 承 0(1 声 :二 ) ,以 a ,为 主 元 作 旋转 变换 ,使 非 
基 变 量 x, 为 基 变量 (其 值 为 零 ) ,代替 人 工 变量 xsr ,使 辅助 规划 问题 
的 基 变 量 中 减少 一 个 人 工 变量 ,而 最 优 目 标 值 不 变 . 

(ii) 如 果 o =0G =1,2,…,n) ,此 时 约束 系数 矩阵 为 

QI G12 YY Qi1n 


Q 21 Q22 ”CQ&2zn 


2 / , / 
Ql CQ 2 a nn 
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其 中 第 ~ 行 由 零 元 素 构成 , 故 R(A')< nm, 又 由 于 4 是 由 原 规 
划 问 题 的 约束 系数 矩阵 A 经 过 一 系列 初等 行 变 换 得 到 的 , 故 有 R 
(4)< 和 .这 就 是 说 第 > 个 约束 方程 是 多 余 的 ,可 以 删 去 . 

经 过 上 述 处 理 后 可 以 得 原 规 划 问 题 的 初始 可 行 基 和 初始 基 可 行 
解 ,或 可 以 判定 原 问 题 无 可 行 解 . 

第 二 阶段 ,修改 单纯 形 表 继 续 和 迭代 原 规 划 问 题 . 在 辅助 规划 问题 
的 最 终 单 纯 形 表 中 去 掉 人 工 变量 所 在 列 ,把 第 一 行 的 价值 系数 替换 
成 原 规 划 问 题目 标 函 数 的 系数 ,把 最 左边 一 列 基 变量 对 应 的 价值 系 
数 相 应 地 换 成 原 规 划 问 题 基 变量 对 应 的 价值 系数 ,重新 计算 最 后 一 
行 各 非 基 变量 的 检验 数 .判断 初始 基本 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ,若是 最 
优 解 , 则 停止 计算 ,否则 继续 进行 兴 代 ,直到 找 出 最 优 基 本 可 行 解 或 
判断 原 问题 无 最 优 解 . 

例 4. 用 两 阶段 算法 求解 

maxz =— xX1 + 2x; 

XI) 挝 3 
Zi 二 2 之 2 
-Xz1+ x; 之 1 
Xj 之 0,j=1,2,3. 
解 ”首先 把 原 问题 化 为 标准 型 


maxz =— X11 +27 
TXT2 十 之 5 三 3 
1 十 2 一 并 3 三 2 
S.L 
一 并 1 十 并 2 — .x4=1 


zj20,j=1,2,.…,5 
其 中 :x3,xs 为 剩余 变量 , zs 为 松弛 变量 . 引入 人 工 变 量 z6,z7 
建立 辅助 线性 规划 


minw= x6t+ Xx7 
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X27 + zxs 二 3 
1 十 Ta 一 3 十 6 三 2 
S.t. 
— XI1+ x2 Xa + zx7=1 


Xj0,7=1,2,.",5 
用 单纯 形 法 求解 辅助 线性 规划 问题 .如 表 3.8 所 示 . 


1 lxrol 1 | 2 0 -1 1 0 1 -1 11 
0 lr 1 | -1 1 0 -1 0 0 1 
ww 1 | -2 0 1 -1 0 0 1 
1 1 _1 _1 
0 jzs| 0 0 7 7 1! 3 2 
1 1 1 1 1 
0 m1 0 7 2 0 5 2 
3 1 1 1 1 
0 2 2 | 0 1 2 加 2 0 了 2 | 罗 
0 0 0 0 0 0 1 1 


单纯 形 表 3.8 中 最 后 一 栏 ,所 有 检验 均 大 于 等 于 零 ,由 极 小 化 问 
题 的 最 优 性 判别 定理 知已 得 辅助 规划 问题 的 最 优 解 ,又 关 为 基 变 量 
中 不 含 人 工 变量 ,辅助 规划 问题 的 目标 函数 值 为 零 ,于 是 得 到 原 规 划 
问题 的 初始 基 可 行 解 
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TT 
C -1 2 0 0 0 
站 8 
3 1 I 3 / 1 
0 2. 二 — 二 /二 = 
Xs 7 0 0 2 2 1 3 /3 3 
1 1 1° 1/1i1. 
1 1 7 1 0 2 2 0 } /3 =1 
2 2 六 0 1 -六 -去 0 
| | | 
2 1 3 
之 3 | 0 0 7 3 0 四 
0 Ts 1 —1 0 1 0 1 
0 工 4 2 0 一 工 1 0 
0 
0 


单纯 形 表 最 后 一 行 所 有 检验 数 已 小 于 等 于 零 ,由 极 大 化 问题 的 
最 优 解 判别 定理 3.1 知 ,已 得 到 原 线性 规划 问题 的 最 优 解 
xz = (0,3,1,2,0)7 
最 优 值 z=" =6, 和 迭代 过 程 的 几何 表述 为 ; 
第 一 阶段 ,以 原 问 题 的 不 可 行 点 (0,0) 为 初始 点 ,经 过 不 可 行 点 


A(0,1) ,最 后 到 达 可 行 域 极点 B 六, 
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第 二 阶段 ,以 可 行 域 极点 B( 广 , 子 ) 为 初始 点 ,经 过 顶点 C(0,2) 
最 后 到 达 最 优点 D(0,3) ,其 几何 图 形 如 图 3.1 所 示 . 


$3.3 改进 单纯 形 法 


在 单纯 形 表格 算法 中 ,每 一 次 迭代 都 要 把 整个 单纯 形 表 计 算 一 
饥 ,为 减少 许多 过 程 节省 计算 时 间 ,人 们 提出 了 改进 单纯 形 法 . 
3.3.1 改进 单纯 形 法 的 基本 原理 

在 单纯 形 法 的 和 迭代 过 程 中 有 两 个 关键 步骤 , 即 选择 人 基 变 量 与 
确定 离 基 变量 ,为 了 实现 这 两 步 必 须 进行 下 列 计算 : 

1. 求 检验 数 , 确 定 入 基 变 量 

计算 wo=c-CsB pb (j=1,2,…,n), 
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若 o=maxlolo>0,( 委 ) 委 0) 上 , 则 取 对 应 的 非 基 变量 x 
为 人 基 变 量 . 
2. 来 最 小 比值 0 确定 离 基 变量 
计算 pi=B ps 二 (a i4;Q 24，,……,a me)' 和 新 的 基 可 行 解 的 
基 变 量 
xp = 下 18 = oe 


车 0= min 2 4 >0,1 委 ii 委 7 | = , 则 取 相 应 的 变量 
x, 为 离 基 变量 . 

在 完成 上 述 两 步 后 ,已 确定 主 元 为 a , 作 旋 转变 换 就 可 以 得 到 
新 的 可 行 基 Bi). 


从 上 述 计 算 过 程 可 知 ,其 中 第 一 步 计 算 均 依赖 基 B 的 逆 和 矩阵 
B !, 于 是 在 单纯 形 法 迄 代 过 程 中 每 一 次 迭代 均 要 计算 B"1. 如 果 每 
次 迭代 都 必须 从 原始 数据 导出 B 1, 其 计算 量 较 大 .假若 在 相 邻 两 
次 迭代 中 ,新 基 Bi ! 能 从 前 一 次 的 可 行 基 B 的 逆 和 矩阵 B :直接 导出 
则 可 以 简化 计算 量 ,由 此 实现 单纯 形 法 的 改进 . 

定理 3.5 在 单纯 形 法 的 相 邻 两 次 迭代 中 , 设 迁 代 前 的 可 行 基 
为 

B= (pi, pa, ,pri Pr Pr pn) (3.2.14) 

经 过 换 基 运算 后 ,得 到 另 一 个 可 行 基 


Bi = (Pi，p2，，Pr-ly pprrl Po) (3.2.15) 
则 迭代 后 所 得 基 Bi 的 逆 矩 阵 为 
Bi! = EB'! (3.2.16) 
迭代 过 程 的 几何 表示 : 


第 一 阶段 ,以 原 问题 的 不 可 行 点 (0,0) 为 初始 点 ,经 过 不 可 行 点 
(0,1), 最 后 到 达 可 行 点 { 方 , 了) 

第 二 阶段 ,以 极点 ( 广 , 亡 ) 为 初始 点 ,经 过 极点 (0,2) ,最 后 到 达 
最 优点 (0,3). 
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注 ” 勃 兰 德 (Bland) 法 则 : 

在 设计 前 述 算 法 时 ,为 防止 循环 , 勃 兰 德 提出 :对 于 极 大 化 问题 
在 每 一 步 迁 代 时 , 按 下 列 两 条 法 则 确定 人 基 变 量 和 离 基 变 量 . 

(1) 选 取 o >0(1 委 j) 委 2) 中 最 小 下 标的 检验 数 o 所 对 应 的 非 
基 变 量 xx 为 人 基 变 量 . 即 若 天 = min!{j 1o >0,1 志 jn1, 则 取 zx 
为 人 基 变 量 . 


/ 
7 


L :| ， 
(2) 若 二 = minir = min 7 a >>0,1 志 i 记 p111, 则 取 壕 , 
’ i 达 
人 一 CRAeG rk 0 
其 中 | BE,. = la 人 (3.2.17) 
0 a wa/ a sh 1 
称 为 初等 变换 矩阵 . 
B ipe=(a Ik a 2 a nk) (3.2.18) 


证 由 式 (3.2.14) ,两 边 同 乘 B ,得 
BB 二 (Blpi,B ip2, ,Bip,i,B ip,,B pr,,B pp,) 


= 工 单 位 矩阵 ) 
于 是 
I 0 0 
0 0 
如 -Pi = pr = ,pw = 
0 


1 

0 0 1 
又 因为 Bi'p. = (a a ak sa mE) (m+ 1kSn) 
式 (3.2.15) 两 边 同 乘 B71 ,得 


BB: =(B pi,B ip, , Bip, B ipe,B ip,, BT p) 
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1 0 a 1k 
0 1 a 2k 
0 0 oe a mk oe 1 
由 和 矩阵 理论 知 , 上 式 两 边 取 矩阵 的 逆 结 合式 (3.2.16) 得 
(B11BI)’! = Bi'B = E, (3.2.19) 


式 (3.2.19) 两 边 同 乘 B !, 得 Bi!= EB 1!, 证 毕 . 

由 定理 3.5 的 证 明 可 知 , 若 已 知 B71, 可 以 由 式 (3.2.18) 写 出 
Blip= (ara zh4 sa mg) ;再 由 式 (3.2.17) 写 出 EF, ,最 后 由 式 
(3.2.16) 计 算得 到 Bi .这 就 实现 了 由 前 一 次 迭代 的 可 行 基 的 首 矩 
阵 直接 导出 当前 迭代 的 可 行 基 的 逆 和 矩阵 算法 ,减少 了 计算 工作 量 , 提 
高 了 算法 的 效率 ， 


3.3.2 改进 单纯 形 法 的 步骤 
Step1. 把 给 定 的 线性 规划 问题 化 为 标准 型 , 写 出 价值 向 量 C = 


di dl2 i al 


(c1,c2，… ,Cc,) ,约束 方程 组 系数 矩阵 4 = 和 


dnl Un?2 团员 nn 
bi 
,确定 初始 可 行 基 B 及 B !, 得 到 初始 基本 可 行 解 


向 量 b= 


0 wd 


x=(xp,xn)'=(B 'b,0)". 

Step2. “计算 单纯 形 乘 子 x= CsB -: ,目标 函数 值 

z= CpB 'b=xb. 

Step3. ”计算 非 基 变量 的 检验 向 量 cvw= Cyn- CB "N= 
Cw -ztN, 若 mvs0, 则 当前 的 基本 可 行 解 为 最 优 解 ,停止 计算 ,否则 
转 人 下 一 步 . 

Step4. 根据 maxl olo >0,m +1 委 7j7 委 7 = o ,确定 非 基 变 
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量 Xk 为 人 基 变 量 , 计算 p's= B! pie= (a a 2 a m4) ,车 
B pi 志 0, 则 原 规 划 无 有 限 最 优 解 ,停止 计算 ,否则 转 人 下 一 步 . 

ob 
7 


和 


a >0,1 委 1; 委 六 一 


Step5. 根据 0 = min 一 
量 为 离 基 变 量 xz,. 

Stepb6. 用 pr 取代 p, 得 到 新 的 可 行 基 Bi, 计 算 Br! = 
EB ,得 到 新 的 基本 可 行 解 x= (xp ,xzw) =(Br'b ,0)" .重复 
上 述 过 程 , 衣 到 找到 最 优 解 或 判定 无 最 优 解 . 

例 5. 用 改进 单纯 形 法 求解 

maxz=3zxz1t+2x2 
s.t. Xi1+ x240 
2z1+z2<60 
1220. 
解 Stepf, 引信 松 弛 变量 zx,z4, 把 问题 化 为 标准 型 
maxz 二 3z1 十 272 
s.t. Xitxz2+x3 =40 
2zl1+Z +x4=60 
ZX1;,X2 ,TI 4 之 0. 


价值 向 量 C = (cl,c,) = (3,2), 约 束 方程 组 系数 矩阵 A = 


1 1 10 40 _ _/i0 
( | 0 ,b= (60) -到 初 娩 可 行 基 Bo= 《pss p:) ( ,于 


fl 0 i -( 9) (29)= (9) -人 
是 Bo ( 1 Bo b= 1 (eo) \eoj "下 -oj* 营 


x=(xp,xn)'={(40,60,0,0)T. 
Step2. 计算 单纯 形 乘 子 


1 0 
= Copi = (6.00) Be! = (0,0) (0 1)=(0.0) 


40 
计算 目标 函数 值 ob=(0,0) (00)=0 
Step3. 计算 非 基 变量 检验 向 量 


55 


第 三 章 线性 规划 的 解法 


1 1 
oy Cyr (ere) rtp1sp) = (3,2) (0,0) |; 1)= (3,2) 


即 0o1=3,02=2 


Step4. 确定 人 基 变 量 
由 于 max(cl ,oz)=max(3,2)=3= cl, 取 zl 为 人 基 变 量 , 又 


=, J) 

, 一 一 >0. 
C 21 0 1 2 2 
Step5. 确定 离 基 变 量 ,由 


/ 
i 


7 


pi1= Bo pi= 


a n>0,i=1,2| = min 


0 = min 


= min 40 60 -00-30 
1 ”2 2 
Step6. 用 Pi 替代 Bo 中 的 p4 ,得 到 新 的 可 行 基 Bi1 = (ps3,pi)= 


(。 此 本 mm 为 基 变 量 ,ma，xs 为 非 基 变 量 . 计 和 


| -1 
-1 -1 2 
Ea=(Bo'B) = 1 | 
0 -一 
1 1 
1 _] 1! Tz/1 0 1 -2z 
及 1 = E41Bo = 一 
1 0 1 1 
0 二 0 F 


再 重复 两 次 上 述 过 程 ,得 问题 的 最 优 解 x* = (20,20,0,0)”， 
相应 的 最 优 目标 值 zx* = 100. 


3.3.3 ”关于 单纯 形 法 的 几 点 注 记 


1. 关于 线性 规划 的 最 优 解 问题 
(1) 惟 一 最 优 解 
一 个 非 退 化 的 基 可 行 解 为 线性 规划 问题 的 惟一 最 优 解 的 充分 必 
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要 条 件 是 这 个 解 所 对 应 的 非 基 变量 的 检验 数 均 小 于 零 , 即 oy <0. 
(2) 无 穷 多 个 最 优 解 
一 个 线性 规划 问题 的 最 优 基 对 应 的 单纯 形 表 中 ,如 时 下 基 变 量 
对 应 的 检验 数 中 有 有 零 , 则 该 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 . 因为 二 让 形 表 中 
有 非 基 变 量 的 检验 数 为 零 ,不 妨 设 x 非 基 变量 x 对 应 的 检验 数 o = 


0, 只 要 令 rz 人 基 , 由 z = z0 + >)，ozi 知 不 会 改变 当前 目标 函数 


值 , 于 是 再 一 次 迭代 得 到 一 个 新 的 最 优 解 x2 ,又 设 原 最 优 解 为 zr ， 
这 就 找到 了 两 个 最 优 解 , 由 第 二 章 的 定义 2.7 知 它们 的 凸 组 合 
xX” = A + (1 -A)zxi:, AE [0,1] 

也 是 该 问题 的 最 优 解 .由 4 的 任意 性 , 故 有 无 穷 多 个 最 优 解 . 

(3) 无 有 限 最 优 解 

选 代 中 ,在 单纯 形 表 的 所 有 ci >0 的 非 基 变量 检验 数 中 , 若 有 某 
个 o>>0 对 应 zi 的 系数 列 向 量 p 委 0( 即 a 所 0,i=1,2,…, )， 
则 该 问题 无 界 ,也 就 无 有 限 最 优 解 . 


2. 退化 与 循环 
定义 3.1 设 B 是 (LP) 的 一 个 基本 可 行 基 ， 


xp = (X12 Tn ) 
是 该 基本 可 行 解 的 基 向 量 , 如 果 其 中 至 少 有 一 个 分 量 x,=0(lr 
志 7), 则 称 该 基本 可 行 解 是 退化 的 . 

退化 对 于 单纯 形 法 的 迭代 过 程 有 不 利 影响 , 当 和 迭代 进入 一 个 退 
化 的 极点 时 可 能 出 现 以 下 情况 . 

(1) 进 行人 基 和 离 基 变换 后 ,虽然 改变 了 基 ,但 没有 改进 极点 , 当 
然 目标 函数 值 也 不 会 得 到 改进 .有 时 需 进 行 多 次 换 基 后 才能 脱离 退 
化 点 ,进入 其 他 极点 .这 样 迭代 次 数 增加 ,收敛 速度 减 慢 . 

(2) 在 某 些 情况 下 可 能 出 现 基 的 循环 .一 旦 出 现 这 种 情况 ,和 迭 代 将 
停留 在 同一 极点 上 ,因而 不 能 得 到 最 优 基 可 行 解 . Beale 曾 给 出 以 下 示 
例 . 


例 6. minz= 一 于 zi 十 2072 一 地 十 6z4 


s.t. 于 za 一 8z2 — Xx3+9xr4+ Zs =0 
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3 1 一 1272 3 3 二 3z4 +xe =0 


ZX3 + x7 三 1 
zi 之 0， j=],2,.…,7 

从 初始 可 行 基 Bi = (ps, pe,p7) 开 始 ,经 过 六 次 迭代 又 回 到 初始 
可 行 基 Bi( 磷 代 过 程 见 表 3.10), 在 这 六 次 迭代 过 程 中 目标 函数 值 始 
终 为 零 ,没有 任何 改进 .这 种 因 退 化 而 导致 基 的 循环 ,相应 极点 没有 改 
变 的 现象 称 为 基 的 循环 .此 时 ,应 用 单纯 形 法 求解 无 法 获得 最 优 解 . 

在 现实 问题 中 ,尽管 退化 现象 经 常 出 现 ,但 循环 现象 只 是 极 个 别 
的 .尽管 如 此 ,人 们 为 避免 循环 提出 了 一 些 方法 ,如 1952 年 Charnes 提 
出 的 “ 摄 动 法 ",1954 年 Dantzig,Orden 和 Wolfe 提出 的 “字典 序 法 "等 . 
但 这 些 方 法 使 计算 工作 量 大 大 增加 ,计算 机 程序 也 变 得 很 复杂 . 

1976 年 勃 兰 德 提出 一 个 避免 循环 的 新 方法 ,通常 称 为 勃 兰 德 法 
则 .在 单纯 形 法 的 近代 中 对 于 选择 入 基 变 量 和 离 基 变量 规定 如 下 : 

(1) 在 选择 人 基 变 量 时 ,对 于 所 有 检验 数 o; >0(7 为 非 基 变量 下 
标 ) ,对 应 的 非 基 变 量 z 中 选取 下 标 最 小 者 人 基 . 

(2)0 = min 去 a ‘i#>0,1<i<nm ,车 有 多 个 基 变 量 使 :==0 
(a 之 0) ,选取 对 应 基 变 量 中 下 标 最 小 者 为 离 基 变量 . 

定理 3.6 ”用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 时 , 按 勃 兰 德 法 则 确 
定 人 基 变 量 和 离 基 变量 ,不 会 出 现 基 本 解 的 循环 . 

(证 明 参 见 文献 [2]). 

勃 兰 德 法 则 从 理论 上 证 明了 在 单纯 形 法 迁 代 中 使 用 上 述 两 条 规 
则 能 避免 产生 循环 迭代 .根据 例 6 列 单纯 形 表 , 如 表 3.10 所 示 . 


i 


表 3.10 
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续 表 
3 1 
了 20 万 6 0 0 0 
XB b TI X22 Ty 4 Xs Xe TX7 
1 
ze|o| 于 -2 -六 3 0 1 0 
x7| 1 0 0 0 0 0 0 1 
3 1 
z|0 一 下 20 6 0 0 0 
zxzil0 1 一 32 一 4 36 4 0 0 
3 
Z6| 0 0 4 六 —15 一 2 1 0 
x7|1 0 0 1 0 0 0 1 
一 
z|0 0 一 4 - 志 33 3 0 0 
| 
xi| 0 1 0 8” 一 84 一 12 8 0 
3 15 1 1 
x>|0 0 1 六 4 3 4 0 
zxz71l1 0 0 1 0 0 0 1 
之 0 0 0 一 2 18 1 1 0 
1 21 _3. 
zj|0| 吉 0 1 3 3 1 0 
3 3°* 1 1 
7210| 764 1 0 16 16 8 0 
1 21 3 - 
x7| 1 一 总 0 0 2 2 
—| 
zl|o| + 0 0 -3 -2 3 0 
4 
5 x 
x3|0 一 了 56 1 0 2 -6 0 
1 16 1 _2 
zs41l0 -下 3 0 1 3 3 0 
-~ | _ -一 -一 一 
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续 表 
一 
3 _ 工 
C 3 20 3 6 0 0 0 
xp| 了 ry 2 3 4 Ts Xs 并 7 
zr| 1 记 - 56 0 0 -2 6 1 
zlo|- 吉 16 0 0 -1 1 0 
5 1 
zs| 0 3 28 立 0 1 -3 0 
zi4| 0 4 5 1 0 村 0 
zi|1| 0 0 1 0 0 0 1 
| 7 1 
=|0| -了 44 去 0 0 -2 0 
zi 0 1 8 1 9 1 0 0 
zi| 0 方 -12  - 二 3 0 1 0 
zi|1| 0 0 1 0 0 0 1 
十 - 
=|0| - 六 20 - 广 6 0 0 0 


3. 关于 入 基 和 离 基 变 量 的 选取 确定 
在 非 退 化 情况 下 ,采用 最 大 增加 原则 选取 人 基 变 量 , 即 若 
maxt{o, lo>0,m+t+l<je n} = o,, 
则 选取 对 应 的 非 基 变 量 xi 为 人 基 变 量 . 
离 基 变量 通常 按 最 小 比值 原则 确定 , 即 若 


“laxw>0,1i<n|i= -一 ， 


7 


pb 
0 = min 
a 


大 
则 对 应 的 基 变量 x, 为 离 基 变量 . 
在 退化 情况 下 可 以 采用 勃 兰 德 法 则 确定 人 基 和 离 基 变量 . 


60 运筹 学 理论 基础 
4. 关于 最 优 解 的 判别 
对 于 极 小 化 问题 


. 0 < 
nn 三 之 十 > OX) 
J 


st, Tt oar = 0 (= 1,2,,m); 
Zi 0 (7 = 1,2,.…,n). 

按 下 列 法 则 进行 判别 : 

(1) 最 优 解 判别 : 若 所 有 6 之 0(j =1,2,… ,nn), 则 已 获得 最 优 基 
可 行 解 . 

(2) 若 有 某 个 mg <0(m + 1 寺 k 志 n), 征 an 筷 0 (i = 1,2,…， 
mm) , 则 该 问题 无 有 限 最 优 解 . 

(3) 当 上 述 (1),(2) 两 条 不 满足 , 且 6';>0(i=1,2,…, nm) 时 , 当 
前 的 基 可 行 解 不 是 最 优 解 ,继续 迭代 . 

5. 关于 线性 规划 问题 的 最 优 基 及 其 北 矩 阵 

设 约束 方程 组 的 系数 矩阵 为 :A =(B :I:D), 其 中 B 为 最 优 
基 ,I 为 初始 可 行 基 ,D 为 其 余 非 基 疝 量 构 成 的 mn x (n 一 2nm) 阶 矩 
阵 , 经 过 迭代 后 ,在 最 终 单纯 形 表 中 ,最 优 基 构 成 的 方 阵 已 是 单位 矩 
阵 , 于 是 有 如 下 运算 结果 

BiA = (B-1B:B "IT:B "ID)= (I:B'':B 1D) 

由 上 式 可 知 ,在 最 终 单纯 形 表 中 ,最 优 基 B 的 逆 矩 阵 在 初始 单 
纯 形 表 中 初始 可 行 基 工 相 对 应 的 位 置 ., 如 例 2 中 ,在 工 =(p4,p5) 位 
置 可 以 查 到 最 优 基 的 逆 和 矩阵 为 

3 


3 -二 
5 5 
2 


5S 


B-! = 
_4 
5 


2 2 
相应 的 最 优 基 为 B= (p372)= 人 1 


事实 上 ,在 和 迭代 过 程 中 的 各 单纯 形 表 中 , 均 可 以 在 相应 位 置 查找 
相应 可 行 基 的 道 矩 阵 . 
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$3.4 Karmarkar 算法 


1984 年 ,印度 数学 家 N.Karmarkar 针对 线性 规划 问题 提出 了 一 
种 新 的 多 项 式 时 间 算 法 ,在 实际 计算 效率 方面 ,Karmarkar 算法 显示 
出 可 与 单纯 形 法 竞争 的 巨大 潜力 ,Karmarkar 算法 的 提出 是 线性 规 
划 理 论 研究 的 突破 ,而 且 对 于 处 理 非 线 性 优化 问题 也 显示 出 强大 的 
生命 力 和 广阔 的 应 用 前 景 . 

单纯 形 法 是 通过 检查 可 行 域 边界 上 的 极点 的 方法 来 求解 (LP) 
问题 ,而 Karmarkar 算法 则 是 建立 在 单纯 形 结构 之 上 的 ,该 算法 从 初 
始 内 点 出 发 , 沿 着 最 速 下 降 方 向 ,通过 可 行 域内 部 直接 达到 最 优 解 . 
因此 ,Karmarkar 算法 也 被 称 为 内 点 法 .由 于 是 在 可 行 域内 部 寻 优 ， 
故 对 于 大 规模 线性 规划 问题 , 当 约 束 条 件 和 变量 数目 增加 时 ,内 点 算 
法 的 迭代 次 数 变 化 较 少 ,收敛 性 和 计算 速度 均 优 于 单纯 形 法 . 


3.4.1 Karmarkar 算法 标准 型 


考虑 标准 型 问题 (SP) min cx 
s.t. Ax=0 
ex=1 (3.4.1) 
x 宕 0 
其 中 xER",AER”*",c 为 n 维 常 向 量 ,e = (1,1,…,1). 记 0Q= 
{xER"|Ar=0},A= {xER"|exr=1,x 之 0| .这 里 ,集合 2 是 空间 
R* 的 子 空间 ,A 是 单纯 形 的 n -1 维特 殊 形式 的 集合 ,问题 (SP) 的 
可 行 域 可 以 表示 为 $= {xER”|xEANQ1. 特 别 地 ,满足 x >0 的 可 
行 解 (xEAfo) 称 为 问题 (SP) 的 可 行内 点 . 
进一步 ,假定 问题 还 满足 以 下 条 件 : 
HI :月 标 函 数 的 最 小 值 等 于 零 , 即 mincx =0; 
H2 :问题 (SP) 是 可 行 的 ,单纯 形 A 的 重心 x"= (二 站 全 1) 


= 上 是 问题 (SP) 的 可 行 解 , 即 Axo= 0 
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3.4.2 Karmarkar 算法 的 基本 思想 


为 了 快速 近代 求解 问题 (SP) ,计算 点 列 1x*} 须 满足 
Oc (or dt, (k= 1,2,.…) (3.4.2) 
其 中 1>o>0, 所 以 在 Karmarkar 算法 中 ,首先 定义 势 函 数 
f(x)= f(x,c) = >n 人 (人 )= Pynez 一 lnzi) (3.4.3) 
并 且 这 里 不 是 把 cz 作为 目标 消 数 ,而 是 考虑 函数 f(z) ,通过 生成 使 
该 函数 单调 下 降 的 序列 .并 最 终 收敛 于 问题 (SP) 的 最 优 解 .注意 到 ， 


由 于 加 了 项 ~ Ds, 则 保证 了 和 迭代 点 x* 始终 为 可 行内 点 . 
没 当 前 选 代 点 为 ES,r>0, 作 如 下 投影 变换 T 


Tz € Amy = DE 不 EA (3.4.4) 
k 
即 y= Ta) = ,2 12) (3.4.5) 
(x/z) 
zx 0 0 
中 D= 9 2 0 = diag( x , xs ,Lh), 
入 0 0 0 
0 0 ze 
=(1,1,…,1). 
那么 由 初等 变换 的 基本 知识 易 知 变换 了 的 道 变换 为 
、- _ Dy 
Ty EAT>I= Dy (3.4.6) 


则 工 为 单纯 形 A 上 的 1 一 1 上 映射 ,并 且 通 过 上 映射 工 ,单纯 形 A 的 各 项 
点 有 映射 到 同样 的 顶点 ,边界 面 映射 到 同样 的 边界 面 ,如 图 3.2 所 示 . 
进一步 ,利用 投影 变换 Te, 4.6) ,问题 (SP) 的 目标 函数 变 
为 : z= 约束 条 件 4z = =0, 并 且 注 意 到 人 把 单纯 形 映 射 
为 自身 ,对 yes, 则 成 立 py sO 所 以 问题 (SP) 等 价 于 下 面 的 问题 
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(SP) min Cy 


(3.4.7) 


其 中 c= cD,A = AD,yE€S. 
易 知 问题 (SP) 同样 满足 假设 Hl 和 H2, 类 似 地 ,其 势 函数 可 以 定义 
为 


f(y) = f(y,c) = Pn (2) (3.4.8) 


除 此 之 外 ,变换 人 还 具有 如 下 性 质 : 
性 质 3.1 本 将 x* 变换 到 A 的 中 心 z0 ,将 子 空间 Q = {zl14z 


=0| 变换 为 子 空间 0 = jy|Ay=01, 且 A (xz)= Ax=0. 
(证 略 ). 
性 质 3.2 三 将 问题 (SP) 的 势 函 数 变 换 为 


f(z,c) = f(y,c)-— Dn. (3.4.9) 


证 f(x,c) = 2 nincx 一 
El El 


= nlncy 一 _ op, 一 和 
j=1 


| 
-二 
他 ! 、 
MW 
时 
9 


I 
Med 
入 
< 

SS 
— 
| 

4 
3 
i 


性 质 3.3 flysc) ~ f(x,c) 一 f(z,c) 一 fr,c) 二 之 ,nz 
(3.4.10) 
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证 根据 投影 变换 了 的 定义 , 刀 一 zz 一 y, 由 性 质 3.2, 则 可 
证 得 . 

对 给 定 的 问题 (SP) ,首先 把 当前 迁 代 内 点 x* 投影 变换 为 单纯 
形 的 重心 z" ,然后 考虑 问题 (SP) 的 等 价 问题 (SP) ,从 点 x? 出 发 ,在 
满足 约束 条 件 的 同时 , 沿 目标 函数 减少 的 方向 移动 . 这 里 ,定义 


A 
(mt+1)xn 矩阵 召 = | ). 人 5 (0,0,…,0,1)T6E R”*11, 则 问题 
e 


(SP) 的 等 式 约束 条 件 可 以 表示 为 By =b. 为 简化 讨论 ,假定 RankB 
=m+1, 则 BTB 非 奇 异 . 定 义 n x 答 阵 

Psp=I-B'(BB')'B (3.4.11) 

则 Ps 满足 BPs =0,PBbPs = Ps (3.4.12) 

定义 线性 子 空间 BL = {dER"|Bd=0|, 那 么 对 于 任意 向 量 d 

ER", 在 B+ 的 垂直 投影 为 d= Ppd; 田 一 方面 ,考虑 势 孙 数 f(y,c) 

的 梯度 . f(y,c) 在 中 心 点 zx" 的 梯度 矢量 为 vf (zx",c)= 


2 /cer wm , 风 vr(zo,z) 在 BL 的 投影 为 Pv/ (zx,5)= 
zj seTPw ,而 i 在 BI 的 投影 c] 为 PgcT, 则 函数 zy 的 最 速 下 降 方 
向 在 B+ 上 的 投影 与 VA(x',5) 在 B+ 的 投影 是 平行 的 .所 以 ,Kar- 
T 

markar 算法 是 把 ~ cT 了 单位 化 :d = -村民 ' 并 以 此 为 搜索 方向 , 思 
y= x + pd (1>B>0). 进 一 步 ,对 点 y 作 投 影 变换 的 道 变 换 TI 得 
到 点 
Dy 
eDy 

只 要 8 的 取 值 适当 ,容易 验证 x*'! 是 问题 (SP) 的 可 行内 点 ,这 
样 用 点 zt+1 代 替 友 , 重 复 上 述 选 代 过 程 ,如 此 可 以 得 到 和 迭代 序列 


4 


xtl = T-1(y) = 


{fz 
3.4.3 ” Karmarkar 算法 的 基本 步骤 


T 
Step1 . 置 z0= 生 ,&:=0, 令 精度 es=2 3; 


n 
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Step2. 若 crze<2-", 则 停止 欠 代 ,和 否则 转 到 Step3; 
Step3. 令 D= diag(xt, xh ,Xt),A= AD,c=cD, 置 B= 


(2} 


Step4. 计算 c4=[I- 5 (3) 


Steps. 计算 搜索 方向 d = Tr 志和 , 取 = 人 令 B= 
ar(0<a<1), 并 置 y= x?+ Bd(1>B>0); 
Step6. 信人 二 十 1, 转 到 step2. 
例 7. min z= Xx3 
s.t. Xx1— x2=0 


X1+x2+ ra=1 


zi20,i=1,2,3 


1 1 
解 4=(1,-1,0),C=(0,0,1) 今 a= 一 ,r= 
4 Vn(n—1) 
1 1 
= 一 , 则 二 一 一 . 
V6 f 4V6 
oe_/illy 
第 一 次 适 代 : (1) &=0,x? 人 = ( 广 , 计 守 ) - 
1 1 
寺 0 0 3 0 0 
1 1 
(2) Do=10 本 0 ,ADo=(1,-1,0)|0 本 0 
1 1 
0 0 三 0 0 3 
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一 一 一 
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© -lm © 
-lm © © 


一 | 
| 
一 一 一 
Lome] 一 
一 | 
t 
-lm 一 


cr 


cy=[I-B'™(BB') 'B] 


lbe Da 


~ 
-nm 一 |m 一 |m 
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一 Im -lm 一 | 


一 | 
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Oo (= © ~ oO 
Nn SO OO 一 OO 一 局 忆 


第 三 章 ”线性 规划 的 解法 


1 1 1 1 
6 6 3 | 10 9 
Il 1 LI01|- 
6 6 3 ||1 9 
1 2 13 2 
3 3 3 9 
_1 
T > 1 
4 cy _ 1 1|- 工 | 1 
el 1%l 9 /6 
-一 /6 本 
9 2 2 
9 
1 1 1 
(4) 令 一 一 二 一 , 故 二 一 
7 ”6 bh 4V6 
1 3 
1 3 1 8 
0 1 1 1 1 1 _ 3 
yx M3 +4 31124| ! 8 
1 2 -2 
1 1 
3 4 
1 31 (1 1 
3 0 0lg| is 8 
1 3 1 1 | 
Doy= | 0 本 0 I= |8 ,eDoy=(1 1 1) |= 
1111 1 1 
0 0 3 12 12 
1_ Poy _ 3 3 1) 
eDoy 8”8”4 


继续 这 样 的 迭代 ,可 以 得 到 解 :z= ( 方 ,也 ,0 
则 最 优 解 为 +1= 支 ,z2= 方 ,3=0. 


同时 我 们 注意 到 :当选 择 p- 上 时 
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y=.r" + Bd= 


ww wl 
ar 
cs- 
二 
| 
© Dd- oI~ 


l/l lo _1 Doy_ 111 YI 
Duy= 子 (之 ,到 ,0 'eDoy™ 3,7 “poy = ( 立 , 到 ,0] 
3.4.4 ”Karmarkar 算法 收敛 性 与 计算 复杂 性 分 析 
引 理 3.1 车 vy 宇 0(i = 1,2,…,n), 则 
Dn(l + y) ln(l+ Dy). 
i=1 i=1 
证 由 久之 0 及 (i+ yi) 守 1+ >)w, 则 可 以 得 
i=l i=1 
In ll + y;) >In(1 十 >%: ). 
i=1 i=1 


引 理 3.2 车 |zj 委 8B<1, 则 |ln(1+x 工 ) 一 xls 元 语 BA): 
证 明 由 柯 西 中 值 定理 直接 得 到 . 


T 
引 理 3.3 设 |y- 气 | <8< 1,ey = 1, 则 


工 关 2 1 
= | |<p<1m8(s p= le 
(i=1,2,.…,n) 


i 


lny ~ (> 一 元 | < 
又 因 ey=1, 则 


| > mw | 三 my 一 > (» 一 记 | | 二 | > 
i=1 i=1 i=1 i= 
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1 2 


2 


1 了 Yi nn 有 
3 (»-#)|<2 20 -Bp) ~ 201 -A) 
引 理 3.4 xlncy 委 zlnczo- B. 
证 明 较 复杂 ,在 此 不 作 讨论 . 


去 > 


i=1 


了 


~- - 2p- BB 
引 理 3.5 f(z,6) -f(y,5)>6 (3=p- 元 全 万 ) 
证 f(y,0)= Slney ~ Slny,, fl,6)= Dlner? 
所 以 可 得 fC,0) fy,0) = nlncr nlney + Dlny 
i __B ~ 、 
>p -|iny|>p- F085 证 毕 ， 
定理 3.7 Karmarkar 算法 得 到 的 点 列 1x*] 满足 
czk 牵 czo(2-” ) . 


证 ”由 引 理 3.5 可 得 
fxse) — fxrl,c) = f(x ,c)— fly,c) 宇 6 


从 z0 出 发 重复 执行 xt 一 x**! 的 过 程 , 则 有 
fx,c) — f(x,c) ko (k= 1,2,.…) 


因 f(x,c) = mlncz 一 Dlnz; 
i=1 


kG f(r,c)— f(x*,c) = jlnczo — nlnex* + Djlnzxt 
jy-1 


因为 zx =1 及 戏 之 0, 所 以 戏 志 1, 进 而 Inxy <0, 所 以 可 得 nln 
j=1 


cro cz0 名 好 
的 > >2 
始 
故 cz SC cr (2") 证 毕 . 


定理 3.8 设 cz0 和 2- ,所 要 求 的 精度 s = 2-?, 只 要 当 有 之 
六 (L +g9) 时 ,就 有 cz < e. 
下 面 讨论 Karmarkar 算法 的 复杂 性: 
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首先 ,由 引 理 3.4 知 ,Karmarkar 算法 在 O(nL) 次 迭代 后 ,停止 
条 件 一 定 会 得 到 满足 ;其 次 ,每 次 迁 代 算法 中 ,主要 的 计算 量 是 计算 
c= [I- BT(BBT)-1B]e', 这 又 可 以 归结 为 求 逆 (BBT)"! 的 计算 
量 . 实际 上 ,Gauss 求 逆 需要 O(n?L) 的 运算 量 , 那么 我 们 针对 
Karmarkar 算法 的 计算 复杂 性 给 出 下 面 的 定理 . 

定理 3.9 ”针对 问题 (SP) 的 Karmarkar 算法 在 O(nL) 次 迭代 
后 一 定 停止 , 而 且 , 每 次 迭代 的 计算 量 可 以 控制 在 O(n?*L), 所 以 
Karmarkar 算法 为 多 项 式 时 间 算 法 . 


习 题 


1. 考虑 以 下 线性 规划 问题 


maxZ=69xr1+x3- Xs 2x6 


Sxz2+10zx3+ zat+2xs =15 
Z1 一 10z2 十 273 =4 
Ss.t. 
2 十 37z3 +3zxzst+xe=6 


zi20 i1=1,2,…,6. 
(1) 试 找 出 一 个 初始 基 可 行 解 及 相应 的 基 变 量 与 非 基 变量 . 
(2) 试 将 线性 规划 转化 为 典 式 ,并 列 出 相应 的 单纯 形 表 . 
(3) 以 上 初始 基 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ? 为 什么 ? 
2. 试用 单纯 形 法 求解 如 下 问题 


(1) maxZ=3zx1+2x» (2) minZ=2zi+37z2 一 工 
{— rx1+2x24 X14xz4+ xs-2zrx6=5 
3zx1+2x216 . X22+27x4-3rst+ 6 二 4 

S ZX1 -X23 Sr xz3+2z4 一 Sz5+0xz6=0 
ZX1, X20; iDP0O i1=1,.…,6. 


3. 对 于 下 面 的 线性 规划 问题 ,以 B= (4,, 4h;,A6) 为 基 写 出 对 
应 的 典 式 . 


minZ= x1~ 2x2+ x3 
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3rz1 -X27+27rx3+ ra=7 
—2zr1t+4zxz2+xs=12 
ST -4x1+3zxz2+8x3+ xe=10 
zj;20,7=1,2,.…,6 
4. 用 两 阶段 法 求解 下 列 问 题 


(1) max2Z=3zl 二 4z 十 2z3 (2) minZ =4zx1+ x» 
X11+ x2+ Xat+ T4300 3z1+ x2 =3 
3z1+6x2+ x3- 22x40 4z1+3z2 之 6 

s.t. s.t. 
Xx; 之 4 Xl1+27z; 所 3 
zj 之 0,7=1,2,3,4; ZX1, X20 

5. 用 大 M 法 及 两 阶段 法 求解 以 下 线性 规划 问题 

(1) minf=3zx1~ x2 (2) maxZ=2x1- x2+ x3 
Xi1 + 3x2 字 3 

zl1+2z2 一 273 委 8 
2zl 一 3z? 之 6 
4z1 一 2Z2+Z32 
S.t. 2z1+2 安 8 S.t. 


2z1 十 3z2 一 2Z3 之 4 
一 4Zz1 十 并 7 之- 16 
ZX1,X2 ,X320; 


Xi ,>0; 

(3) maxZ=zi+3zo+4z3 (4) minf= x1+3x2— ZX3 
3zx1+2xs13 ZX1+ Xs + X33 
xXx2+3zx317 -zl1+2z? 之 2 

S.t. S.t. 
2xz1t+ x2+ x3=13 — x1+57x2+ X34 
x1 TX2, X320; ZX1, XT2 ,X30. 


6. 分 别 用 大 M 法 和 两 阶段 法 求解 下 列 线性 规划 问题 


(1)maxZ= ~2zr1 -zt+x3t+xa (2)maxZ=3zZ1 一 Z2 一 373 十 .4 


ZI1 一 +2z3 一 4=2 zl1+2z 一 3 二 4 一 0 

2zxz1+ x 一 3z3+2Zz4=0 2z1 一 2zz+3za3+3z4 三 9 
s.t. s.t. 

Xit+x2 + x3t+ xa=7 Z1 一 Za2+27z3 一 4 一 0 

ZX1; T2273 L420; Xl1, XI, 3 X40; 


(3)maxZ =10zxz1+15z2+12zx3 (4)maxZ =5z1t+3zx2+ 6x3 
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S$zi+3za2+Z3s9 Xit+27xz2+ x318 
| Szxri+6x2+15x315 2x1+ z+3zx316 
S.t. 71 + rat 5 s.t. tt =10 
ri Xs X30; Xi，X2 之 0 ,3 无 约束 . 


7. 用 两 阶段 法 中 的 第 一 阶段 , 求 下 列 线性 不 等 式 的 基 可 行 解 
~ 6x1+ Xs ~ X35 
-2z1+2x2 3x3 之 3 
2x2— 4xz3=1 
Xx1; X23 X30. 
8. 用 大 M 法 证 明 下 列 线 性 规划 不 可 行 
maxZ =2zx1+4zx; 
2z1 -3x2 之 2 
st 4 一 +Z2 之 3 
Z1yZz2 之 0. 
9. 用 改进 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 
(1) maxZ=6x1-27x27 3 (2) maxZ =4z1+37x21+673 
2z1 -x2+27r32 3z1+3xr2+3zx330 
s.{.4 xX1+4z34 s.t.42xz1+2zx2+3x340 


xX1, T2320; Ziyz2y3 之 0. 
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第 四 章 ”对偶 规划 与 灵敏 度 分 析 


线性 规划 问题 具有 对 偶 性 是 指 对 于 任何 一 个 极 大 化 问题 有 一 个 
与 其 相关 的 极 小 化 问题 与 之 对 应 .如 果 把 其 中 一 个 称 为 原 问题 , 则 为 
一 个 就 是 对 偶 问 题 .研究 原 问 题 和 其 对 偶 问 题 之 间 的 关系 及 其 解 的 
性 质 , 构 成 线性 规划 的 对 偶 理 论 (duality theory). 

另外 ,本章 还 将 讨论 灵敏 度 分 析 (sensitivity analysis) 问题 ,前 几 
章 讨 论 线性 规划 问题 时 ,总 是 假设 a; vjvcj(i=1,2,…,m;j=1， 
2,…,n) 是 不 变 的 常数 ,但 在 实际 问题 中 这 些 数据 有 些 随 情 况 变化 
经 常 发 生变 化 . 自然 要 考虑 当 这 些 数 据 中 的 一 个 或 几 个 发 生变 化 时 
已 求 得 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 会 有 什么 变化 ;或 者 这 些 数 据 允 许 
在 什么 范围 内 变化 使 已 求 得 的 最 优 解 或 最 优 基 不 变 . 对 于 上 述 问题 
的 讨论 分 析 通 常 称 为 线性 规划 的 灵敏 度 分 析 . 


$4.1 对 偶 规 划 的 基本 概念 


4.1.1 对 偶 规划 问题 举例 


例 1. 资源 的 合理 利用 问题 . 

某 工 厂 计划 在 下 一 个 生产 周期 内 生产 甲乙 两 种 产品 ,生产 每 件 
产品 所 需 资 源 量 及 每 件 产品 的 利润 如 表 4.1 所 示 ,试问 如 何 安排 生 
产 计 划 , 使 得 既 能 充分 利用 现 有 资源 又 使 工厂 所 获 利润 最 大 ? 

设 x1、zx2 分 别 表示 下 一 个 生产 周期 内 计划 生产 甲 、 乙 两 种 产品 
的 数量 ,于 是 利用 相关 数据 构造 线性 规划 模型 为 
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利润 / 件 10 15 


(LP) max z= 10zx1+18z2 (两 种 产品 总 利润 ) 
5x1+2z2<17 (资源 A 的 限制 ) 
22z1+3z2 委 10 (资源 A, 的 限制 ) 
zi+5za<15 (资源 A 的 限制) 
x1, x2>0 ( 非 负 限制 ) 

若 市 场 形势 发 生变 化 ,决策 者 决定 不 再 生产 甲 、 乙 两 种 产品 ,为 
保证 工厂 不 受 损失 ,准备 把 现 有 资源 用 于 接受 外 来 加 工 , 收 取 加 工 
费 , 试 问 如 何 确 定 各 种 资源 的 单位 收费 标准 能 确保 工厂 不 受 损失 ? 

为 确保 工厂 不 受 损失 ,制定 单位 资源 收费 标准 时 考虑 下 列 因素 : 

(1) 应 用 资源 对 外 加 工时 ,生产 每 一 件 产品 所 用 资源 用 于 对 外 
加 工时 收取 的 加 工 费 不 应 低 于 生产 该 产品 所 获 利润 . 

(2) 资源 单位 定价 不 能 过 高 ,使 对 方 能 接受 . 

设 w,,w,,ws 分 别 表示 这 三 种 资源 的 单位 收费 ,根据 已 有 数据 
建立 线性 规划 模型 如 下 : 

(DP) min w=17w1+10w,+15w;, 

(已 有 资源 的 总 价值 ) 


S.t. 


S.t，93mwf +2w, 十 om3 之 10 
(生产 1 件 甲 产品 的 资源 用 于 对 外 
加 工时 ,对 售 价 的 限制 ) 
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2w] +3w; + Sow3 之 18 

(生产 1 件 乙 产品 的 资源 用 于 对 外 

加 工时 ,对 售 价 的 限制 ) 

wi ,ws W320 ( 非 负 限制 ) 

上 述 构 造 的 两 个 线性 规划 数学 模型 (LP) 和 (DP) 具 有 相同 的 数 

据 , 从 两 个 不 同 的 角度 出 发 ,达到 同一 个 目的 (利润 最 大 ) 而 建立 . 若 

把 前 者 称 为 原 问 题 ,后 者 就 称 为 其 对 偶 问 题 ,反之 亦 然 . 记 原 规划 问 

题 为 问题 (LP) ,其 对 偶 规 划 问 题 为 (DP) ,显然 (LP) 与 (DP) 是 互 为 对 

偶 的 线性 规划 问题 . 


4.1.2 对 偶 规 划 的 构造 


从 上 述 例 1 中 可 以 看 到 原 线性 规划 问题 (LP) 和 其 对 偶 规划 问 
题 (DP) 之 间 有 密切 关系 ,如 何 根据 原 规划 问题 直接 构造 出 其 相应 的 
对 偶 规 划 问 题 ,这 是 我 们 所 关心 的 问题 . 

1. 对 称 型 的 对 偶 规 划 问 题 

定义 4.1 设 (LP) 原 线性 规划 问题 为 

(LP) max zz 三 cl12Z1+c27Z2 十 十 Corn 


azl+ az 二 十 az S01 


aalzl + Qa227Z2 十 十 Ganrn ss 02 

Ss.t . (4.1.1) 
Qmnlw1 + Ca2 并 2 + + dmnTn OD 

zz2 过 0 
则 称 下 列 线性 规划 问题 
(DP) min ww 二 D1w1 十 Da2ow2 十 …… 十 Om 

Qiloil + uatwa 十 十 aotan 之 cl 

加 a12w1 十 422W2 + 十 Am2 om 之 2 (4.1.2) 
dlinw!i + Ad2nW2 十 十 UnnW ps 之 Cm 


WI W290 ,Win 0 
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为 原 规划 问题 的 对 偶 规 划 问 题 , 记 为 (DP). w;(i=1,2,…,m) 为 对 
偶 变量 .具有 问题 (4.1.1) 和 问题 (4.1.2) 对 称 型 的 对 偶 关 系 问题 称 
为 对 称 对 偶 规 划 问 题 . 

把 问题 (LP) 和 问题 (DP) 分 别 用 矩阵 表示 如 下 ; 


原 规 划 问 题 (LP) max z= CX 
s.t Ax<b 
X 之 0 (4.1.3) 
对 偶 规 划 问 题 (DP) min w= wb 
s.t ak 之 ec 
之 0 (4.1.4) 


其 中 c= (cycay sy Cs),X= (zi, zy 二 (az ) nxn 
b= (D1,02, bn) ,0 = (ws; wa, Wi ). 
由 定义 4.1 知 , 原 规划 问题 (LP) 与 其 对 偶 规划 问题 (DP) 之 间 有 如 下 
关系 : 
(1) (DP) 中 对 偶 变 量 个 数 等 于 (LP) 中 约束 条 件 个 数 . 
(2)(DP) 中 昌 标 函数 的 系数 是 (LP) 中 约束 条 件 右 端的 常数 项 . 
(3)(DP) 中 约束 条 件 的 系数 矩阵 是 (LP) 中 约束 条 件 系数 矩阵 的 


转 置 

(4)(DP) 中 约束 条 件 的 不 等 号 (或 等 号 ) 与 (LP) 中 决策 变量 的 正 
负 ( 或 无 符号 限制 ) 有 关 . 

(5)(DP) 中 对 偶 变 量 的 正 负 (或 无 符号 限制 ) 与 (LP) 中 约束 条 件 
的 不 等 号 (或 等 号 ) 有 关 . 

2. 非 对 称 型 的 对 偶 规划 问题 

设 原 规 划 

(LP) max 之 二 cr 

s.t. Azx=b 
x>0 (4.1.5) 
其 等 价 形式 为 


(LP) max z= cx 
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4r 三 上 b 
s.t. ~ Ar 三 -bb (4.1.6) 


x 二 0 
引入 对 偶 变 量 向 量 (U、V), 其 中 U= (az ,Un)'，V= (vi， 
v2 ,wn) ,利用 对 称 型 对 偶 规 划 的 构造 方法 得 到 


(DP’) min w= (U, w( 的 


s.t. (vv)( SN )>e 


U,V 二 0 (4.1.7) 
即 (DP”) min w= (U- V)b 
st. (U-V)A>e 
U,V0 (4.1.8) 
令 w=(U 一 V) 为 m 维 行 向 量 ,于 是 上 式 又 可 以 写成 如 下 形式 
(DP) minw = wb 
s.t. wh 之 e (4.1.9) 
@ 无 符号 限制 


式 (4.1.9) 中 ,由 于 w 无 符号 限制 ,于 是 又 称 w 为 自由 变量 构成 的 
向 量 .通常 把 线性 规划 问题 (4.1.5) 对 应 的 对 偶 规 划 问 题 (4.1.9) 称 
为 非 对 称 形式 的 对 偶 规划 问题 . 
3. 混合 型 的 对 偶 规 划 问 题 
设 线 性 规划 问题 
(LP) inax z= Cx] + CX 
Alzit+ At1zi bi 
S Le + Asx, = bb (4.1.10) 
Asizxi + A3x2 之 b3 
zl1 志 0,zz 无 符号 限制 ， 
其 中 ,e 为 由 维 行 向 量 ,j = 1,2;x% 为 维 列 向 量 ,j= 1,2. 


3 2 
A; = (Qj) yx (i 二 1,2,33;7 一 1,2) 且 Dy mi = 网 ， 7 7 二 天， 
J i=1 2=1 
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b; 是 mm; 维 列 向 量 , (i = 1,2,3). 

要 写 出 线性 规划 问题 (4.1.10) 的 对 偶 规划 ,首先 把 线性 规划 问 
题 (4.1.10) 化 成 标准 型 问题 (4.1.5) 的 形式 .为 此 ,引入 松弛 变量 z， 
和 剩余 变量 zr, , 令 rz = xzx21 -x2, 其 中 xz ,zxwwy 宇 0, 从 而 线性 规划 问 
题 (4.1.10) 转 化 为 


(LP’) max z=clzl+cz(zal 一 22) 


Alizi + Aiw(x2 ~ X22) + Tx, = bl 
42z1+ A(zx21 — zx22) = b, 

S.t. (4.1.11) 
A3zit+ Ay(zx21 — X22) 一 了 xi bs 


X1, X21 T2229Ts Tt 之 0 
其 中 工 ,分 别 是 与 x, ,xz, 相 容 的 单位 距 阵 .从 而 利用 非 对 称 型 对 偶 
规划 的 构造 方法 写 出 线性 规划 问题 (4.1.11) 的 对 偶 规划 问题 为 
(DP) min w= bw1+ bw2 + b30w3 
wl41 + wiA2 + w3A3i ci 
al4i + oa2422 + ou3432 之 52 
st.4— (wiA1 + oa2422 + os432) 之 -c (4.1.12) 
wi 下 之 0 
- ow3 工 之 0 
把 对 偶 规划 问题 (4.1.12) 整 理 为 
(DP) min w= O01w1 + 02w2 + 030w3 
wiAl + waA2 + os3431 之 cl 
s.14w1412 + wiA22 + wa3A31 = 5c2 (4.1.13) 
wi 之 0,wz 无 符号 限制 ,os 委 0 
对 偶 规划 问题 (4.1.13) 称 为 混合 型 的 对 偶 规 划 问 题 . 
由 于 任何 一 个 线性 规划 问题 都 可 以 写成 上 述 三 种 形式 之 一 ,只 
要 掌握 上 述 形式 构造 对 偶 规 划 的 方法 ,总 可 以 写 出 其 相应 的 对 偶 规 
划 问 题 . 事 实 上 我 们 可 以 发 现 原 规划 问题 (LP) 和 其 对 偶 规 划 问 题 
(DP) 的 对 应 关系 如 表 4.2 所 示 . 
注 1. 使 用 表 4.2 时 , 若 原 规划 极 大 化 , 则 右边 栏 是 对 偶 规划 规 


第 四 章 对 偶 规划 与 灵敏 度 分 析 79 


则 ;车 原 规划 极 小 化 , 则 左边 栏 是 对 偶 规 划 规 则 . 


表 4.2 由 (LP) 构 造 (DP) 的 对 应 规则 
原 规划 (或 对 偶 规划 ) 对 偶 规 划 (或 原 规划 ) 
目标 函数 :max z 目标 函数 :min w 
约束 条 件 个 数 : m 个 对 侦 变量 个 数 : m 个 
Sb >0 
种， 个 的 来 条 体 第 ;个 对 个 变量 | 无 符号 限制 
之 有 0 
决策 变量 个 数 :n 个 约束 条 件 个 数 :n 个 
宇 0 之 6j 
和 woman 
<0 <e 
第 个 约束 条 件 * 右 端 常 数 目标 落 数 第 ; 项 变量 系数 
目标 函数 第 ) 项 变量 系数 第 j 个 约束 条 件 右 端 常 数 


注 2. 若 (LP) 的 第 i 个 不 等 式 为 改变 不 等 号 方向 乘 以 (- 1), 其 
对 应 的 对 偶 变 量 按 上 述 规则 变化 后 应 乘 以 (- 1), 得 到 最 终 形式 , 见 
例 2. 
例 2， 写 出 下 面 (LP) 的 对 偶 规划 (DP) 
(LP) max z=2zx1+ xz2+ 4x 
(2zx1 + 3xz2+ x3 夺 1 
3z1 一 X22+ X33 之 4 
ST ~ Sxzit+6zxz + x3=3 
Xi 所 0,xz 之 0,x3 无 符号 限制 . 
解 ” 把 (LP) 的 约束 条 件 的 不 等 号 统一 为 “入 "的 形式 , 即 (LP) 化 
为 等 价 形式 (LP ) 


(LP’) max z=2zxzi1+ x2+4xs 
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2xzl+3zz+z3 和] 
-3zl+z-zas 生 -4 
ne Sr1+6r2+ xz3=3 
zi 牵 0,zz 之 0,x3 无 符号 限制 
根据 表 4.2 由 (LP') 构 造 (DP') 的 对 应 规则 ,对 偶 变量 为 wi， 
w/w3; 于 是 (LP') 对 应 的 对 偶 规划 为 
(DP’) min w= wi ~ 4w2 +3w3 
12w1 ~ 3wl -5w3 2 
jar+ oz +6w3 宇 1 
Ss.t. lt w=4 
wi 这 0,wi 宇 0,w3 无 符号 限制 
令 w= wi, 于 是 (DP') 为 
(DP') min w= wi +4w2+3w3 
2w1 + 3w2 ~ 5w3 SE 2 


3w1 ~ wi +6w3 宇 1 
wi+ w+ wa3=4 
mw 实 0,w2 过 0,w3 无 符号 限制 . 
例 3. 已 知 (LP) 
(LP) max z=2zx1— xX2+ x3 3x4 
rt1+2r2+4z4=1 
2x2 -373+4rt4 夺 2 
XI+3zxz3 之 3 
2 之 0,X3,T4 无 符号 限制 
试 写 出 对 应 的 (DP). 
解 ” 因为 (LP) 有 3 个 约束 条 件 ,对 应 的 (DP) 有 3 个 对 偶 变量 ， 
不 妨 设 w1 ,ws,w3, 根 据 表 4.2 由 (LP) 构 造 (DP) 的 对 应 规则 可 以 写 
出 其 对 偶 规 划 为 


(DP) max w= wt+2w+3w3 
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al + ay 委 2 
区 + 2u -1 
s.t.4— 3w+ 3w3= 1 
4w1 +4wuw =~3 
wz s0,ow3 写 0,wl 无 符号 限制 . 


$4.2 ”对偶 规划 的 基本 性 质 


设 对 称 对 偶 规划 问题 
(LP) max z=cx (4.2.1) 
s.t Axrb 
x>0 
对 偶 规 划 
(DP) min w= wb (4.2.2) 
s.t. 0o4 之 ec 
四 之 0 


为 了 讨论 的 方便 ,下 面 的 性 质证 明 均 对 对 称 型 的 对 偶 规 划 问 题 
进行 分 析 讨 论 ,其 结论 对 于 其 他 形式 下 的 对 侦 规划 问题 同样 成 立 . 

定理 4.1 〈 对 称 性 定理 ) 对 偶 规 划 (DP) 的 对 偶 规 划 是 原 规划 
(LP). 

证 首先 把 (DP) 变 形 为 


(DP') max w =(-b oT 
ATwT 过- eT 
| 下 (4.2.3) 
0 宇 0 
根据 对 称 形式 的 对 偶 规 划 的 定义 , 写 出 (DP“ ) 的 对 偶 规 划 
(DP”) minz = x'(~c7) 
st. xl(- A7)>(- 57) (4.2.4) 


此 规划 与 原 规划 等 价 , 即 
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(LP) max z= cx 
s.t, Ax<b (4.2.5) 
X 之 0 


所 以 对 偶 规 划 (DP) 的 对 偶 规 划 是 原 规 划 (LP). 

定理 4.2 ( 弱 对 偶 定理 ) 设 x 和 w 分 别 是 问题 (LP) 和 问题 
(DP) 的 可 行 解 , 则 必 有 cx 委 op 

证 因为 x 是 问题 (LP) 的 可 行 解 ,所 以 满足 约束 条 件 


4x< 妇 5,xZ0 (4.2.6) 
又 因为 wm 是 问题 (DP) 的 可 行 解 , 故 必 有 
wA>c ,wm>0 ， (4.2.7) 
用 @ 左 乘 式 (4.2.6) 前 一 个 不 等 式 两 边 ,得 
O4x<op (4.2.8) 
用 x 右 乘 式 (4.2.7) 前 一 个 不 等 式 两 边 ,得 
@AXx > cx (4.2.9) 
由 式 (4.2.8) 和 式 (4.2.9) 知 
wh wAx cr 
即 cop. 


由 弱 对 偶 定理 可 以 得 到 如 下 推论 ; 

推论 4.1 若 x 和 ww 分 别 是 问题 (LP) 和 问题 (DP) 的 可 行 解 , 则 
cx 是 问题 (DP) 自 标 函数 最 小 值 的 一 个 下 界 ;wb 是 问题 (LP) 目 标 函 
数 最 大 值 的 一 个 上 界 . 

推论 4.2 如果 问 题 (LP) 无 上 界 , 则 对 偶 规 划 问 题 (DP) 不 可 
行 ; 如 果 对 偶 规 划 问 题 (CDP) 无 下 界 , 则 原 规 划 问 题 (LP) 不 可 行 . 

注意 :推论 4.2 的 道 命题 不 正确 , 当 对 偶 规划 问题 (或 原 规划 问 
题 ) 不 可 行 时 , 原 规 划 问 题 (或 对 偶 规 划 问 题 ) 可 能 是 无 界 解 ,也 可 能 
无 可 行 解 . 

定理 4.3 (最 优 性 判别 定理 ) 若 ** 和 w* 分 别 是 问题 (LP) 和 
间 题 (DP) 的 可 行 解 , 且 cx”=wm*5, 则 x* ,wm "分 别 是 问题 (LP) 和 
问题 (DP) 的 最 优 解 . 

证 ”由 弱 对 偶 定理 知 , 对 于 问题 (LP) 的 任意 一 个 可 行 解 x ,都 
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有 cx 委 o "0 ,但 cx” = wm "5, 于 是 对 于 问题 (LP) 的 所 有 可 行 解 均 有 
cr<cr" ,因此 x “是 问题 (LP) 的 最 优 解 . 
同 理 可 证 ,@ “ 是 问题 (DP) 的 最 优 解 . 

定理 4.4 〈( 强 对 偶 定 理 ) 设 对 偶 规 划 问 题 (LP) 和 问题 (DP), 如 
果 (LP) 有 最 优 解 , 则 (DP) 也 有 最 优 解 , 且 目标 函数 值 相等 . 

证 设 z 是 问题 (LP) 的 最 优 解 ,对 应 的 最 优 基 为 B, 引 入 松弛 
癌 量 x = (winr1, Trt2 ,Xn+n) ;于 是 问题 (LP) 转 化 为 标准 形式 

max z 二 cx 十 0x, 


st. Ax+lIx,=b (4.2.10) 


显然 问题 (4.2.10) 的 最 优 解 为 i =| 


检验 数 必 为 
o=(c,0)- csB (A,1)<0 (4.2.11) 
邻 w*=cpB- 1, 式 (4.2.11) 变 为 
(c-w@*A,-@w’*)<0 (4.2.12) 
即 Oo “4 过 c,o ”过 0 (4.2.13) 


式 (4.2.13) 表 明 wm * 是 问题 (DP) 的 可 行 解 ,其 对 应 的 目标 函数 
值 为 wo*b=csB- -1b, 于 是 z*=cx*=cB -ID=w" 85=wW .由 最 优 
性 判别 定理 知 ,w "是 问题 (DP) 的 最 优 解 , 且 (LP) 和 (DP) 的 最 优 目 
标 函 数值 相等 . 

从 上 述 定理 可 知 (LP) 和 (DP) 的 解 之 间 关 系 如 下 : 

(1) 若 (LP)( 或 (DP)) 无 界 , 则 (DP)( 或 (LP)) 无 可 行 解 . 

(2) 对 偶 规 划 问 题 (LP) 和 (DP) , 若 有 最 优 解 则 一 定 同时 有 最 优 
解 , 且 最 优 目标 函数 值 相 等 . 

定理 4.5 (互补 松弛 定理 ) 设 x" ,@ “分别 是 问题 (LP) 和 问题 
(DP) 的 可 行 解 , 则 它们 分 别 是 (LP) 和 (DP) 最 优 解 的 充 要 条 件 是 

wm’*(b-Axr’*)=0 (4.2.14) 
(®@* "Ac)x’=0 (4.2.15) 
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证 明 必要 性 ,已 知 x ,wm "分别 是 问题 (LP) 和 问题 (DP) 的 最 
优 解 , 则 必 有 


Ax’ <b (4.2.16) 
x 过 0 (4.2.17) 
和 0O “4 之 ce (4.2.18) 
w ”之 0 (4.2.19) 
且 cx =o"b (4.2.20) 
式 (4.2.16) 两 边 左 乘 ww“ ,得 
oO ”4x 委 0 "8 (4.2.21) 
式 (4.2.18) 两 边 右 乘 x” ,得 
wm" Ax’ 之 cx (4.2.22) 
由 式 (4.2.21) 和 式 (4.2.22), 得 
wb>w” Ax’ 之 ex’ 
结合 式 (4.2.20), 得 
b=’ Ax” 一 cx” (4.2.23) 
于 是 
w@’"(b-Ax’)=0 (4.2.24) 
(@ A-c)x’=0 (4.2.25) 
充分 性 ,由 式 w"(b 一 Ax*)=0, 得 
wb=o” 4xr (4.2.26) 
又 由 (o "4-c)x “=0, 得 
ww” Ax”=cx” (4.2.27) 


由 式 (4.2.26)、 式 (4.2.27), 得 
四 “5 一 W Ar” =cex” 
又 因为 x* ,w 分别 是 问题 (LP) 和 问题 (DP) 的 可 行 解 ,由 最 优 性 判 
别 定理 知 x* ,w * 分别 是 问题 (LP) 和 问题 (DP) 的 最 优 解 , 证 毕 . 
进一步 分 析 互 补 松弛 定理 的 结论 可 以 看 到 在 问题 (LP) 和 问题 
(DP) 的 最 优 解 x ,wm “处 ,有 下 列 结果 : 
因为 w* 宇 0,Ax* 志 b ,而且 w*(b-Axr’)=0 
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等 价 于 wf (有 -air )=0,i=1,2,,m (4.2.28) 
于 是 


(车 w” >0, 则 必 有 > az = bi(i = 1,2,…,m) 
j=1 


(iD 车 2 ojiz < 5;; 则 必 有 ww = 0(i = 1,2,…,m) 
又 因为 x 之 0,o “4 过 ec, 由 于 (o "4 一 c)x”= 0 等 价 于 
(Za? -ojz =0 (j=1,2,%,n) (4.2.29) 
于 是 


(111) 若 zz 六 > 0, 则 必 有 > ai 一 Cj (7 一 1,2,.…,7) 
i=1 


(vi) 车 > ao > c 则 必 有 xz =0 (j= 1,2,…,nm). 
i=1 


. 对 于 一 个 不 等 式 约 束 , 若 在 可 行 点 * ”处 为 严格 不 等 式 , 则 称 该 
不 等 式 约束 在 可 行 点 x* 处 为 松 约束 ; 若 在 可 行 点 x 处 为 等 式 约 

东 , 则 称 该 不 等 式 为 紧 约 束 .根据 这 一 规划 ,上 述 关 系 (i) 一 (vi) 又 可 
以 简 述 为 :对 于 (LP) 和 (DP) 的 最 优 解 x* 和 w* 而 言 , 松 约束 的 对 侦 
约束 为 紧 约 束 ;或 紧 约 束 的 对 偶 约束 为 松 约束 .这 种 对 应 关系 又 称 为 
互补 松弛 关系 ,于 是 定理 4.5 的 结论 又 称 为 互补 松弛 条 件 . 

对 于 非 对 称 型 的 对 偶 规 划 问 题 (LP) 和 (DP) 而 言 ,其 互补 松弛 条 
件 的 形式 有 下 列 定理 . 

定理 4.6 设 x* 和 ww "分 别 是 一 对 非 对 称 型 的 对 偶 规 划 问 题 
(LP) 和 (DP) 的 可 行 解 , 则 它们 分 别 是 最 优 解 的 充 要 条 件 是 

(@o "A-c)x"=0 

成 立 . 

定理 4.1~ 定 理 4.5, 对 于 混合 形式 的 对 偶 规 划 问 题 , 同 样 适用 . 

互补 松弛 定理 不 仅 有 重要 的 理论 价值 ,而 且 也 有 广泛 的 应 用 ,如 
从 已 知 (LP) (或 (DP)) 的 最 优 解 , 求 其 对 偶 ( 或 原 ) 规 划 (DP)( 或 
(LP)) 的 最 优 解 ;也 可 以 验证 (LP) 的 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ,等 等 . 
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例 4. 已 知 
(LP) min zz 三 3zl 十 4zz 二 2z3 十 Sz4 二 97z5 
| + ZX3 一 x4 十 3xs 宇 2 
Ss.t 


Z1+Z2 一 Za3+Z4+275 之 3 
zji0 (j= 1,2,.,5) 
其 对 偶 规划 问题 (DP) 的 最 优 解 % ”= (1,3)”, 试 通过 (DP) 的 最 优 解 


求 出 (LP) 的 最 优 解 . 
解 (LP) 的 对 偶 规划 (DP) 为 
(DP) max w=2w1+3w, 


oz 委 3 

wol+owz 委 4 
wi — w» 2 
s.t. 131 
一 和 Soul + oz 5 


3wi +2w; 志 9 


wi;wW2 守 9 

因为 (DP) 的 最 优 解 m= (1,3) ,所 以 最 优 且 标 值 

w=2x1+3x3=11. 

由 互补 松弛 条 件 , 在 x* 和 ww * 处 ,把 wm* 代 入 (DP) 的 约束 条 件 ， 
对 于 wm“ = (1,3) "来 说 ,(DP) 中 约 东 条 件 1,2,5 为 紧 约 束 ,条 件 3,4 
为 松 约束 ,根据 互补 松弛 条 件 (DP) 中 约束 条 件 3,4 对 应 (LP) 中 的 决 
策 变量 zs 和 zs 应 是 紧 的 , 即 zy = xs =0， 

又 因为 wf ,oz >0, 所 以 (LP) 中 第 一 、 第 二 两 个 约束 条 件 为 等 
式 , 即 

X27 +3xs = 2 
全 + +2z =3 
整理 后 ,得 
zx? =1+xs 
电 一 2 一 3zs 


该 方程 组 有 无 穷 多 组 解 , 令 zy =0, 得 
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xz =(1,2,0,0,0)T 
再 令 zy =1, 得 x$ =(2, 一 1,0,0,1)T. 
根据 线性 规划 的 基本 理论 知 (LP) 的 最 优 解 为 
Z =Are + (1 -A)zrg ,0<AEl 
最 优 值 z=* =11. 


84.3 原 规划 与 对 偶 规划 的 解 


从 对 偶 规划 的 基本 性 质 可 以 看 出 , 原 规 划 问 题 (LP) 与 其 对 偶 规 
划 问 题 (CDP) 有 紧密 联系 .因此 ,自然 会 考虑 能 否 通过 原 规划 问题 
(LP) 的 最 优 解 求 出 其 相应 对 偶 规划 问题 (DP) 的 最 优 解 ,或 通过 原 规 
划 问 题 (LP) 的 最 优 单纯 形 表 直接 求 出 其 对 偶 问 题 (DP) 的 最 优 解 . 本 
节 介 绍 几 种 利用 (LP) 的 最 优 解 ( 或 最 优 单 纯 形 表 ) 直 接 求 (DP) 最 优 
解 的 方法 . 


4.3.1 利用 (LP) 的 最 优 单 纯 形 表 求 (DP) 的 最 优 解 


1. 对称 形式 的 对 偶 规 划 问 题 
设 问 题 (LP) 
nax 之 二 CX 
s.t. Axb (4.3.1) 
xp0 
引入 松弛 向 量 x, = (ziyzora ztrm), 取 松弛 变量 为 初 
始 基 变 量 ,把 问题 (4.3.1) 化 为 
max z = cx 十 0x， 
s.t. Ax+ Ix.=b (4.3.2) 
其 中 了 工 为 单位 矩阵 ,应 用 单纯 形 法 迭代 后 得 到 最 优 单 纯 形 表 如 
表 4.3 所 示 . 
显然 ,此 时 表 4.3 中 的 检验 数 已 满足 最 优 性 判别 定理 , 即 
o=(c,0)-— cpsB '(A,nD)<O0 
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亦 即 (c-cpB 1A,- cB !)<0 (4.3.3) 
另外 ,在 上 节 强 对 偶 定 理 的 证 明 中 ,已 证 

wm*=cpB-! (4.3.4) 
是 问题 (DP) 的 最 优 解 ,其 中 B 是 问题 (LP) 的 最 优 基 ,于 是 式 (4.3. 
3) 又 等 价 于 

(c-w@’A,—-w’* ) 乏 0 (4.3.5) 

因此 ,从 式 (4.3.4) 知 ,因为 Cry=0, 要 求 问 题 (DP) 的 最 优 解 ,只 需 将 
问题 (LP) 的 最 优 单 纯 形 表 上 松弛 变量 对 应 的 检验 数 反 号 即 得 

w@*=cpB-! 


2. 非 对 称 形式 的 对 偶 规划 问题 


设 问 题 
(LP) max z= Cx 
Ax=b 
s.t. 
xx 之 0 


若 矩 阵 4 中 没有 初始 可 行 基 ,通过 引入 人 工 变量 凑 成 一 个 单位 
矩阵 作为 初始 可 行 基 .此 时 约束 系数 矩阵 4 可 以 用 分 块 矩阵 形式 表 
示 为 

A=(B:I1:D) 

其 中 B 为 最 优 基 ,IT 为 初始 基 ,D 为 其 余 非 基 向 量 构成 的 矩阵 ， 
把 目标 函数 的 系数 写成 与 A 相对 应 的 分 块 形式 

c= (cg,ci, cp) 

应 用 二 段 法 或 大 M 法 迭代 后 ,得 到 最 优 单纯 形 表 , 在 最 优 单 纯 
形 表 中 检验 数 向 量 为 
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o=¢c~ cpB lA = (cp,ciscp) ~ caB-L(B :IDD) 
一 (0，,cr 一 cpgB ,cp 一 csB-'D) < 0, 


(4.3.6) 

已 知 wm "= cbB 1! 是 (DP) 的 最 优 解 , 式 (4.3.6) 表 示 为 
(0,c1-wm* ,cp- cpB- 'D)<0 (4.3.7) 
因此 ci- (cw@’)=o" (4.3.8) 


由 式 (4.3.8) 知 , (LP) 的 初始 基 变 量 对 应 的 目标 函数 系数 向 量 
ci 减 去 对 应 的 检验 数 向 量 cj - csB“' 即 为 所 求 间 题 (DP) 的 最 优 解 . 
例 5. 已 知 
(LP) max z=3zx1— xX- Xa 
xz1 2x2+ x31l 
s 4z1 + zz+2z3s 之 3 
一 2z1 十 Za 三 工 


用 大 M 法 求 得 其 最 优 单 纯 形 表 如 表 4.4 所 示 . 


表 4.4 
一 
c 3 —1 一 1 0 0 一 AM 一 Af 
CB XB b Tl X2 TX3 ZX4 Xs 6 并 7 
1 2 2 3 
3 Xl 4 1 0 0 3 3 3 3 
一 1 2 1 0 1 0 0 一 1 1 一 2 
2 4 4 _7 
-| ”3 ? | 0 0 1 3 3 3 3 
1 1 1 2 
之 2 0 0 0 -3 -本 3 M 3 M 


试 写 出 对 应 的 (DP) ,根据 (LP) 的 最 优 单纯 形 表 写 出 (DP) 的 最 优 解 . 
解 (LP) 对 应 的 (DP) 为 


(DP) min w=1lwi+3w2+ ws 
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al 一 4o2z 一 2us 之 3 
-2w1+ oz 二 -| 
(LP)  s.t. 


ol 十 2muas + oa 之 一 1 


wl 之 0,ow> 0,ws 无 符号 限制 . 


从 (LP) 的 约束 条 件 知 (LP) 的 最 优 单纯 形 表 中 ,z4 为 松弛 变量 ， 
Zzs 为 剩余 变量 ,zg,zy 为 人 工 变量 .于 是 单位 列 向 量 ps ,ps,pz 可 以 
构成 一 个 初始 可 行 基 , z4,zre,z7 为 初始 基 变 量 ,其 对 应 的 目标 函数 
系数 依次 是 
4=0,c6= ~ M,c7=—M 
初始 基 变 量 对 应 的 最 优 检验 数 依 次 为 


1 1 2 
04 二 一 了 ,06 一 了 M,o=3 M. 
故 (DP) 的 最 优 解 为 
1 1 
LO C4 oc4=0 (-)=3 
CU2 一 56 G6 一 M (3-M)=-3 
i 


T 
于 是 。*=(3， 3 $ 】 ,最 优 目标 函数 值 w* =2. 
4.3.2 应 用 对 偶 松 弛 条 件 求 (DP) 的 最 优 解 


设 x* ,wm “分别 是 问题 (LP) 和 问题 (CDP) 的 最 优 解 ,于 是 对 偶 松 
弛 条 件 又 可 以 表示 为 


wi @ 一 Da) ) =0 (71= 1,2,…,7) (4.3.9) 


(Ba: i -ok “=0 (=12 2) (4.3.10) 


工 
其 中 x =(zi ,XZ 0 ,0O” = (rT ，ow2 六) “ 
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由 式 (4.3.9) 知 ” 必 存 在 i € (1,2,… ,nm ) 使 得 : 
(1) 若 > ajzr) 一 b;, 则 必 有 wr >0. 


(2) 车 Baz) < 5b;; 则 必 有 w; = 0. 
由 式 (4.3.10) 知 必 存 在 j € (1,2,…,m) 使得: 


(3) 若 工 7 > 0, 则 必 有 >) as = Cj: 
i=1 


(4) 车 Zz 一 0, 则 必 有 aw? > Cj: 
于 是 ,已 知 (LP) 的 最 优 解 x” 时 ,只 需 把 x ”代入 (LP) 的 约束 条 件 ， 
若 (2) 成 立 , 则 有 wy = 0, 若 (3) 成 立 , 则 有 >)ayw) = oj, 这 样 把 得 
到 的 方程 式 联 立 ,结合 得 到 的 零 分 量 , 可 以 求 出 (DP) 的 最 优 解 . 
例 6. 设 问题 
(LP) max w=4w1+3w> 
wl 十 2 和 2 
ol 一 2 魏 3 
2w1 +3w? 委 5$ 
s.t. 1 + ,<2 


3w1 + wz 魏 3 


wl ,W220 
已 知 其 最 优 解 ”= | 4,3 ) , 试 写 出 其 对 偶 规 划 问 题 (DP) ,并 求 
间 题 (DP) 的 最 优 解 . 


解 (DP) min z=2zx1+3zx2+5zx3+27r1+3xs 
| 
S.t. 


2z1 一 2z+3z3+4+Z5 之 3 


zj0,j=1,2,.…,5. 
把 w* = { 生 ,于 代入 (LP) 的 约束 条 件 , 知 (LP) 中 第 二 三 、 
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四 ,约束 条 件 为 严格 不 等 式 成 立 ,由 互补 松弛 条 件 知 ,(DP) 的 最 优 解 
中 zz 二 x3 三 Xx? 0, 又 因为 w? ,oz 不 为 零 , 于 是 (DP) 中 对 应 的 
约束 条 件 一 ,二 在 x’ 处 应 为 等 式 , 故 有 
Zr +3zs =4 

全. +xs =3 
解 上 述 联 立方 程 组 得 zy = 1,xs = I. 从 而 求 得 (DP) 的 最 优 解 为 
x 二 (1,0,0,0,1)', 最 优 目 标 函 数值 2* =5. 


34.4 ”对偶 单 纯 形 法 


4.4.1 对 偶 单纯 形 法 的 基本 原理 


设 非 对 称 对 偶 问 题 
(LP) max z= cx 
s.t. Ax=b 
x220 
(DP) min w= @b 
Ss.t. 0O4 之 C 


o 无 符号 限制 . 
显然 (LP) 是 线性 规划 问题 的 标准 型 ,又 设 B 为 (LP) 的 一 个 基 ， 
为 讨论 的 方便 ,不 妨 设 B= (pi,p2，… ,pw), 则 


0) 一 四 - Wd (4.4.1) 

为 (LP) 的 一 个 基本 解 ,上 且 当 xp=B 'b 之 0 (4.4.2) 
时 ,x 中 为 (LP) 的 基本 可 行 解 .车 检验 数 向 量 满足 

o=c-csB 1A<O (4.4.3) 


则 x 为 (LP) 的 一 个 最 优 解 . 
单纯 形 法 的 基本 思路 是 :求解 问题 (LP), 首 先 从 一 个 初始 基 和 和 
满足 可 行 解 条 件 (4.4.2) 的 初始 基本 可 行 解 x'" 开始, 经 过 换 基 运算 
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得 到 另 一 个 基本 可 行 解 ,每 一 次 换 基 运算 得 到 的 解 ( 如 果 有 解 ) 为 基 
本 可 行 解 , 同 时 使 对 应 的 检验 数 逐 渐 满 足 最 优 性 条 件 (4.4.3). 如果 
得 到 的 某 一 个 基本 可 行 解 x* ,其 对 应 的 检验 数 满足 最 优 性 条 件 式 
(4.4.3), 则 x" 为 最 优 解 ， 

令 w= csB 1!, 代 入 最 优 性 判别 条 件 (4.4.3), 得 

0O4 之 c (4.4.4) 

式 (4.4.4) 表 明 w 是 (DP) 的 一 个 可 行 解 , 式 (4.4.4) 是 对 偶 规 划 问 
题 (DP) 的 可 行 性 条 件 .由 此 可 知 (LP) 的 最 优 性 判别 条 件 (4.4.3) 和 
(DP) 的 可 行 性 条 件 (4.4.4) 等 价 . 因 此 (LP) 在 保持 可 行 性 条 件 下 进 
行 和 迭代 ,直至 使 检验 数 满足 最 优 姓 的 过 程 , 对 于 (DP) 来 说 就 是 使 
(DP) 由 不 可 行 到 可 行 的 过 程 . 

若 (LP) 已 得 到 最 优 基 B 和 最 优 解 x* 一 (x ,0)' 及 最 优 值 
z* = cpx ,对 于 (DP) 来 说 ,也 得 到 可 行 解 mo" = cg 一 及 目标 函数 
值 w*“=wm*b=cpB 1b= cpxyz ,从 而 z* = w” .由 对 偶 最 优 性 判别 
定理 4.3 知 w “是 (DP) 的 最 优 解 .说 明 (LP) 和 (DP) 有 相同 的 最 优 
基 . 从 上 述 过 程 知 ,单纯 形 法 的 迭代 过 程 是 从 (LP) 的 可 行 解 去 寻找 
(DP ) 的 可 行 解 ;反之 也 可 以 从 (DP) 的 可 行 解 去 寻找 (LP) 的 可 行 
解 .这 就 是 对 偶 单纯 形 法 的 基本 思路 . 

定义 4.2 设 A=(B,N), 其 中 B 是 非 奇 异 方 阵 ,对 应 c= 
(cpycn), 则 oB = cs 的 解 w = cpB-! 是 (DP) 的 一 个 基本 解 .车 
ccsB- -14A 志 0, 即 (0,cw 一 ON) 委 0 成 立 , 则 称 w 为 (DP) 的 一 个 基 
本 可 行 解 ; 称 B 为 (LP) 的 一 个 正则 基 , 相 应 的 x=(B -15,0)' 为 
(LP) 的 正则 解 . 

根据 定义 4.2 对 偶 单 纯 形 法 的 基本 思路 又 可 以 叙述 为 : 

从 (LP) 的 一 个 正则 基 和 正则 解 开 始 进行 转轴 运算 ,在 保持 对 偶 
问题 (DP) 可 行 的 条 件 下 ,由 一 个 正则 解 到 另 一 个 正则 解 进 行 和 迭代 ， 
直到 正则 解 变 成 (LP) 的 基本 可 行 解 , 此 时 得 到 (LP) 的 最 优 解 . 


4.4.2 对 偶 单纯 形 法 的 实现 
设 (LP) 的 正则 基 为 B, 为 讨论 方便 ,不 妨 设 B= (pi, pz,…， 
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pm) ,对 应 的 正则 解 为 x, 问题 (LP) 关 于 正则 基 B 的 典 式 为 


max z = z(0) 十 >») OX} 


j= m+1 


st zit Dayszi= 0 (i=1,2,,m) (4.4.5) 


j= mt+1 


TD0 (7 = 1,2,.…,n) 
其 中 oj=c-csB ip0,j=m+1l,m+2,. ,nb ,i€E (1,2,.…, 
m ) 无 非 负 限制 . 
1. 作 出 初始 单纯 形 表 
如 表 4.5 所 示 . 


表 4.5 

C C1 轩 Cr 轩 吕 Cm Cm+1 Ck Cn 

CB XB b 1 oe 之 r a Tm Tmtl oa Zh a Th 
/ / / / 
C1 1 bl 1 a 0 2 0 ao aa 
。 / ， / 

Cr TZ b, 0 ee 1 i 0 Cl a 
。 ’ , v 
Co Xm bm 0 a 0 . 1 QQ 1 CO a 


表 4.5 和 单纯 形 表 的 区 别 在 于 表 中 最 下 一 行 检验 数 o 魏 0,(7 = 
1,2,…,n), 但 56; (i=1,2,…,m) 不 一 定 全 部 非 负 . 

2. 离 基 变 量 的 确定 

车 5b, =min{0; 16; <0,1 志 i 达 m} , 则 取 5, 所 在 行 对 应 的 基 变 
量 z, 为 离 基 变 量 . 

3. 入 基 变 量 的 选取 

人 基 变 量 选取 的 基本 思路 :由 于 离 基 变 量 x, 所 在 行 br <0, 若 
取 zx: 人 基 , 则 主 元 为 cx ,进行 转轴 变换 的 第 一 步 是 用 主 元 ex* 除 以 
r 行 中 各 系数 和 常数 项 ,为 了 消除 正则 解 的 不 可 行 性 ,变换 后 的 0 
应 变 为 正 数 , 故 主 元 应 满足 条 件 cx*<0. 
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其 次 作 转轴 运算 后 应 保持 对 偶 问 题 的 可 行 性 ( 即 检验 数 应 满足 
最 优 性 条 件 ). 换 基 运 算 后 检验 数 变 为 


oo (j=1,2,…,n) 
要 保持 对 偶 可 行 性 , 必 有 
oj = 0 oS0 (j=1,2,.…,n1) (4.4.6) 


成 立 . 又 因为 cx<0,c 委 0(0 =1,2,…,n), 当 aj 之 0 时, 式 (4.4.6) 
显然 成 立 , 当 a, <0 时 ,要 使 式 (4.4.6) 成 立 , 必 须 有 


KS (j=1,2,.,n) (4.4.7) 
Urk Cr 
成 立 . 
今 一 | 五 | | 二 
令 0= min a; <0,1<j<n 二 一 (4.4.8) 
Ur Qk 


于 是 和 人 基 变量 zx 对 应 的 检验 数 m 应 满足 式 (4.4.8). 

4. 确 定 主 元 作 转 轴 变 换 

由 离 基 变量 zx, 所 在 行 与 人 基 变 量 zx 所 在 列 相 交 的 元 素 ar 为 
主 元 , 作 转 轴 变 换 得 新 的 正则 解 (或 基 可 行 解 )x0， 

对 于 正则 解 (或 基 可 行 解 )xt) ,(DP) 的 目标 函数 值得 到 改善 . 因 
为 六 <0,ax<0,o<0, 故 

WOD=z0 + 
Qk 

但 对 于 (LP) 来 说 ,是 减少 不 可 行 的 因素 ,使 其 逐步 走向 可 行 , 即 可 行 
性 得 到 改善 . | 

著 5, <0, 且 所 有 的 or 关 00 =1,2,， ,2), 则 (LP) 无 可 行 解 . 
因为 此 时 任何 一 个 非 基 变量 人 基 ,都 不 可 能 使 变换 后 的 2 为 非 负 . 

5. 对 偶 单纯 形 法 的 迭代 步 又 

Step1. 找到 一 个 初始 正则 基 和 初始 正则 解 x , 列 出 初始 对 偶 
单纯 形 表 . 

Step2. 车 b = B 15 之 0, 停 止 迄 代 , 得 到 (LP) 的 最 优 解 ; 否 则 存 
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在 b,<0, 转 下 一 步 . 

Step3. 若 aj 之 0(j =1,2,…,n), 则 迭代 停止 , (LP) 无 最 优 解 ; 
否则 转 下 一 步 . 

Step4. 确定 离 基 变 量 ， 

若 0 =min{65;15; <0,1 委 ; 委 交 | , 则 xz 为 离 基 变量 . 

Step$. 确定 人 基 变 量 ， 


车 9=min 这 aj <0,1<ISn = 志 , 则 取 ox 对 应 的 非 基 变量 
zh 为 人 基 变 量 . 

Step6. 以 a 为 主 元 作 换 基 运算 ,得 到 新 的 正则 解 (或 基本 可 行 
解 ) ,返回 step2. 

例 7， 用 对 偶 单纯 形 法 求 (LP) 和 (DP) 的 最 优 解 . 

(LP) max z 一 一 3zl1 一 2z2 


2z1+3z?+Z3 三 18 
Ss.t - -x2 这 2 
2Z1+3z2 之 10. 
解 ”把 (LP) 化 为 标准 型 ,引入 剩余 变量 z4,zs 
max z= -3zr1~27x2 
2zxz1+3zx2+ x3=18 
X1— X22 Tx4=2 
5 Xi + 3x2 ~xs=10 
zj0,7=1,2,.…,5 
将 第 2 和 第 3 个 约束 方程 两 边 同 乘 ( - 1) ,得 到 含 单位 和 矩阵 的 标准 型 


max z= -3zx1~2x2 


2.Zz1 +3x2+ x3=18 


— XI1It+ Xx 十 4 一 一 2 
Ss.t. 

— Xi1— 3x +zs= 10 

xj 之 0,7 一 1,2， 5 


列 出 初始 单纯 形 表 ,如 表 4.6 所 示 ,并 进行 迭代 . 
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表 4.6 


一 2 信 了 2 0 1 | 0 于 


| -一 | 十 


7 一 一 一 
= 16 0 0 0 一 才 了 


经 过 两 次 迭代 后 ,得 最 优 解 x” = (4,2,4,0,0) ,最 优 且 标 值 
z =~16. 
由 最 优 表 中 可 以 查 出 其 对 偶 规划 (DP) 的 最 优 解 w* 


0,-7 -号 ) ,最 优 目标 本 数值 “= - 
3 4 » 小 Ww 二 16 . 


4.4.3 初始 正则 基 的 求法 


使 用 对 偶 单 纯 形 法 首先 必须 已 知 初始 正则 基 和 初始 正则 解 ,在 
不 有 具备 这 些 条 件 的 情况 下 ,可 以 通过 解 辅助 规划 问题 来 获得 . 


98 运筹 学 理论 基础 


设 (LP) max z= cx 
s.t. Ax=b (4.4.9) 
xz 之 0 


不 妨 设 基 B= (pi,p2,，…, pm), 把 (LP) 化 为 关于 基 B 的 典 式 
后 ,若非 基 变 量 的 检验 数 
0 委 0 (j=m+1,.…,7) (4.4.10) 
且 6 不 全 大 于 0, 则 基 BB 为 正则 基 , 相 应 的 基本 解 为 正则 解 . 若 式 
(4.4.10) 不 满足 , 则 基 B 不 是 正则 基 , 对 应 的 解 也 不 是 正则 解 . 
为 了 求 出 (LP) 的 一 个 初始 正则 基 和 初始 正则 解 , 引入 基 变 量 
zo, 构造 辅助 规划 (LP') 


(LP') max z= zx() + >) oj} 


j=m+l 


j= m+1l 


n 
/ vv . 
Xi + > ， QijT; 二 ob; (i 一 1,2,.…, 7) 
j= mt1 


zi 之 0,(7 = 0,1,2,.…,n) 
其 中 M >0 为 一 个 充分 大 的 正 数 . 
在 (LP') 的 系数 矩阵 中 基 B= (po,pi,…, pm), 作 出 单纯 形 表 . 
在 (LP') 中 已 隐 含 一 个 正则 基 ,用 对 偶 单纯 形 法 对 (LP“) 进 行 求 
解 .其 结果 有 如 下 结论 : 
定理 4.7 若 辅 助 规划 问题 (LP') 无 可 行 解 , 则 (LP) 无 可 行 解 . 
证 ”用 反 证 法 , 设 (LP') 无 可 行 解 ,而 (LP) 有 可 行 解 ,不 妨 设 其 


可 行 解 为 x(0 = (x zt ,…， XL)T, 邻 x= ( zh, zt ，…， 

z0)T, 其 中 zl0= M- >， 中 , 则 x 必 为 (LP') 的 可 行 解 ,与 假 
j= mtl 

设 矛 盾 . 


定理 4.8 若 辅 助 规划 问题 (LP') 有 最 优 解 x = (zxo* ,zi ，…， 
zi *)T, 且 目标 函数 最 优 值 z (zx) 与 M 无 关 , 则 x” = (zl ， 
zi zi ) 为 (LP) 的 最 优 解 . 


第 四 章 ”对偶 规 划 与 灵敏 度 分 析 99 
证 设 上 =(zo zi) 并 是 (LP') 的 最 优 解 ,但 x 
(zi zi xz) 不 是 (LP) 的 最 优 解 ,于 是 存在 (LP) 的 可 行 解 

x 二 (zl ,52，…,X，)1 使 得 
z(zx') 之 z(x *) 
令 底 = (ro ,rl 1, 其 中 zo。=M- > = zx, 则 x 是 辅 


助 规划 问题 (LP') 的 可 行 解 ， 
又 因为 辅助 规划 问题 (LP') 的 目标 函数 与 (LP) 的 目标 函数 相 
同 ,但 都 与 xo' 无 关 , 故 必 有 
z(x)=z(x )>z(r’)=z(r) 
这 与 x 是 (LP') 的 最 优 解 矛 盾 . 
例 8. max z=2zx1 4x; 
X127x2+ Xx3=2 
一 3zi+ 7 生 3 
Ss.t. 本 
Z1yz2y 230 
试用 对 偶 单 纯 形 法 求解 . 
解 引入 松弛 变量 z4 和 剩余 变量 zs, 把 上 述 问题 化 为 标准 型 
max z=2zxz1- 4x 
-27x27+ x3=2 
一 3zli+Z2+Z4=3 
s.1. ts =2 
zj 宇 0 (j=1,2,.… ,5) 
从 上 述 标 准 型 可 以 看 出 x 中 = (0,0,2,3, -2)" 是 基 B=(p;， 
pa; Pps) 对 应 的 一 个 基本 解 . 但 对 应 的 检验 数 so = (2, -4,0,0,0) 不 满 


足 最 优 性 条 件 , 因 此 x 不 是 正则 解 .为 求 正则 基 和 初始 正则 解 , 作 


辅助 规划 问题 (LP') 
(LP'’) max z=2x1 -4x2 
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Xot rit+zrz = M 
X1272+x3=2 
s.t. 4 —3zr1t+ x2+ rx4=3 

XI1It+z2— xs=2 

zi0 (j=0,1,2,..,5) 
其 中 M 为 充分 大 的 正 数 . 

作出 单纯 形 表 如 表 4.7 所 示 , 因 为 cl = max{o)|j=1,2| = max 

1o1,021 二 max12, 一 4| = 2, zo 为 离 基 变 量 , zl 为 人 基 变 量 , 取 主 元 
ail, 作 转轴 变换 ,得 到 一 个 正则 基 和 一 个 正则 解 ( 见 表 4.7 中 工 ). 


表 4.7 
c 
| es Xs | b | Xo Xl 2 X3 Xa4 Ts 
0 Xo M 1 1 1 0 0 0 
工 0 Ty 2 0 1 一 2 1 0 0 
0 4 3 0 一 3 1 0 1 0 
0 Xs 一 2 0 一 工 1 0 0 1 
: | 0 0 2 -4 0 0 0 
-| 十 
2 rl M 1 1 1 0 0 0 
0 3 2 一 AM 一 工 0 一 3 0 0 0 
在 0 4 3+M 3 0 4 1 0 0 
0 Ts “2+M 0 _0 0 _ 1 0 
| 之 2M 一 2 0 -6 0 0 1 
2 2 2 1 
2 1 + 了 M 3 1 0 3 0 0 
| 1 
2 1 1 1 
一 4 2 -+3M 本 0 1 3 0 0 
下 
17 ， 5 4 
0 ra + 字 以 本 0 0 3 1 0 
0 Ls 2+M 1 0 0 0 0 1 
z 4 0 0 0 一 2 0 0 
-ULL -一 -一 
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在 表 4.7T 中 ,0 =2- M<0, 于 是 x; 为 离 基 变 量 , 又 因为 0= 
90 ,22 | -min| 二 2 .二 6| =2, 此 时 zu,zs 均 可 入 基 , 说 明 最 
ai0 ail2 | 1 3 

优 解 不 惟一 .但 zx 是 上 一 次 迭代 中 已 离 基 的 变量 ,不 宜 再 取 , 故 取 
za 人 基 ,azs = -3 为 主 元 作 转 轴 变 换 得 表 4.7 肝 .从 表 4.7 肝 知已 得 
到 (LP ) 的 最 优 解 . 


2 2 2 1 17 5 工 
1= (0 了 +3M, $+3M,0, 六 +3M, 2+M) 


其 最 优 目 标 函 数值 > =4, 但 与 M 无 关 . 故 (LP) 的 最 优 解 为 
= (4+ 了 $M, 村 + 二 M,0, 呈 + 序 M， 2+M) ， 
最 优 目标 函 数值 >* = 4. 
确定 M 的 取 值 ,为 使 x* 成 为 (LP) 的 最 优 基 可 行 解 , M 的 取 值 


应 满足 不 等 式 组 


min 


(4.4.11) 


-2+ MD0 
解 不 等 式 组 (4.4.11) 得 M 守 2, 取 M =3 时 得 到 (LP) 的 一 个 最 
优 解 
/8 1 ， 32 NT 
x = (3 本 ,0 
最 优 目标 函数 值 >” = 4. 
S$4.5 灵敏 度 分 析 


考虑 标准 型 问题 
max 三 Cx 


Ax=b (4.5.1) 


Ss.t. 
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x 之 0 
对 于 选 定 的 基 B ,不 妨 设 
B= (pi,pzs,, pn) 
把 问题 (4.5.1) 化 为 关于 基 B 的 典 式 
max z=cpB IDp+(cv-csB-LN)xs 


st. xp+B Nxv=B 1b (4.5.2) 


Xp ,XN20 


列 出 其 单纯 形 表 如 表 4.8 所 示 . 


-1 
基本 解 x = 2)= ( 2 2] 是 问题 (4.5.1) 的 最 优 解 的 条 件 是 
N 
xp= Bib>0 (4.5.3) 
Gv=cv-cpB 'N<O (4.5.4) 
若 表 4.8 中 的 数据 满足 条 件 (4.5.3)、(4.5.4), 则 表 4.8 已 是 一 


张 最 优 单纯 形 表 , 相应 的 解 x = (“为 最 优 解 ,B 为 最 优 可 行 
基 . 但 当 其 中 某 些 数据 发 生 改 变 时 ,这 个 最 优 解 或 最 优 基 可 能 发 生变 
化 . 

前 面 讨论 线性 规划 问题 时 ,总 是 假设 a ;0,8.(i =1,2,… 区 
j 二 1,2,.…,n) 是 不 变 的 常数 ,然而 ,现实 世界 中 这 些 数据 的 改变 是 
经 常 可 能 发 生 的 . 当 这 些 数据 中 的 一 个 或 几 个 变化 时 ,可 能 使 最 优 解 
条 件 (4.5.3)、(4.5.4) 不 满足 .因此 , 当 已 求 得 问题 (4.5.1) 的 最 优 
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解 ,研究 和 分 析 数 据 中 的 一 个 或 几 个 变化 时 ,问题 的 最 优 解 会 有 什么 
变化 ? 或 这 些 数据 在 什么 范围 内 变化 时 问题 的 最 优 解 或 最 优 基 不 
变 ? 这 种 涉及 解 的 稳定 性 问题 的 分 析 和 研究 称 为 灵敏 度 分 析 (Sensi- 
tivity Analysis ) . 

从 表 4.8 可 以 看 到 系数 矩阵 ec,4 及 常数 项 矩阵 b 中 元 素 发 生 
变化 时 ,都 有 可 能 引起 单纯 形 表 中 相关 部 分 变化 ,从 而 可 能 引起 最 优 
解 或 最 优 基 的 改变 . 另 一 方面 ,由 于 某 些 数据 只 与 表 中 某 些 部 分 有 
关 , 因 此 , 当 这 些 数据 变化 时 ,只 需 修改 相关 部 分 便 可 以 得 到 新 闻 题 
的 单纯 形 表 继续 迭代 和 判别 结果 .下 面 将 分 别 讨论 这 些 变化 对 最 优 
解 或 最 优 基 的 影响 及 处 理 方 法 . 


4.5.1 目标 函数 系数 的 灵敏 度 分 析 


由 最 优 解 的 判别 条 件 (4.5.4) 知 ,cj 的 变化 会 影响 (LP) 的 最 优 
检验 数 9 € 6w 的 变化 .c 又 可 以 分 为 基 变 量 和 非 基 变量 的 系数 , 即 
c;€cg 和 cj€ cn 两 种 情况 ,下 面 将 分 别 进行 讨论 . 

1. 非 基 变 量 zi 的 目标 函数 系数 ci 的 改变 

已 知 (LP) 的 最 优 基 下, 若 cEevx 且 c 变 为 c =c+Ac, 则 相应 
的 检验 数 变 为 

oi =(c; tAc)- cpaB p<0 (4.5.5) 
于 是 有 
Acj -0 (4.5.6) 

式 (4.5.6) 表 明 ,要 保持 (LP) 的 最 优 基 和 和 最 优 解 不 变 , 非 基 变 量 
Zz; 的 目标 轴 数 系数 的 改变 量 应 满足 式 (4.5.6). 若 超出 上 述 范围 ， 
原 (LP) 的 最 优 基 和 最 优 解 不 再 是 最 优 基 和 最 优 解 ,必须 局 部 修改 
(LP) 的 最 优 单纯 形 表 中 相关 部 分 ,然后 继续 迭代 ,步骤 如 下 : 

Stepl. 在 (LP) 最 优 单纯 形 表 中 cj 改 为 c +Acii 

Step2. 计算 =(c tAc) -caB lp;; 

Step3. 继续 进行 迭代 或 判别 结果 
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2. 基 变量 zi 的 目标 函数 系数 ci 的 改变 

对 于 (LP) 的 最 优 基 B , 若 基 变量 x, 的 目标 函数 的 系数 c, 变 为 
cr =cr+Ac .因为 crEcs, 于 是 检验 数 第 二 项 变 为 

(cp+Acp)B-14 =cgsB A+(0,.…,Ac,,…,0)B 和 
=cpB- 'A+Ac(ar ,ar ,sd ) 

其 中 (4， ,oam) 是 矩阵 吾 ” 4 的 第 7 行 . 因此 ， 变化 后 的 检验 
数 为 

o; =e (cpB Pt+Acay)= 0 Aca (j=1,2,.,n) 
若 要 求 最 优 基 和 最 优 解 不 变 , 则 必须 满足 


o =0;— Acans0 (j=1,2,.…,n) (4.5.7) 
由 式 (4.5.7) 知 : 
当 aj<0 时 Ac 运气 
Cr 
当 az >0 时 Ac > 
故 要 保持 (LP) 的 最 优 基 和 最 优 解 不 变 ， Ac 的 允许 变化 范围 是 
max| 一 Cj >0,j€ (1,2,., n)) 和 Ac, min 一 ay < 0， 
jE (217)| (4.5.8) 


例 9. 设 (LP) 
max z=9xr1+8zx2+50zx3+1974 
3zi+2zz+10z3s+4z4 委 18 


S.t. 2x3 + x4<3 


zj 之 0， 7=1,2,3,4 
引入 松弛 变量 rs, xe 后 ,和 迭代 得 最 优 表 如 表 4.9 所 示 ， 
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表 4.9 

XB b | 1 2 ZX Ts Xs XE 
4 2 10 

Xa4 2 2 本 0 1 本 本 

1 1 1 4 

”3 | ”| 7 3 9 7€ 3 
2 13 10 

z 88 ~4 -了 0 0 -3 一 本 


(1) 若 cl =9 为 保持 现 有 最 优 解 不 变 , 试 求 cl 的 允许 变化 范围 . 
(2) 若 c; = 50 为 保持 现 有 最 优 基 B 不 变 , 试 求 cs 的 允许 变化 范 


围 . 


解 (1) 从 最 优 单 纯 形 表 4.9 中 可 知 x 是 非 基 变量 ,ci 是 非 基 
变量 zt 对 应 的 目标 函数 系数 , 若 要 保持 现 有 最 优 解 不 变 ,cl 的 允许 


改变 量 Aci 必须 满足 式 (4.5.6) , 即 
Aci 委 一 o 


J 


从 最 优 表 中 可 以 查 出 oj = -4, 故 Aci 委 4, 即 Aci 委 4 时 ,最 优 解 不 发 


(2) 因 为 zx; 为 基 变量 ,cs 是 基 变 量 zs 对 应 的 目标 函数 的 系数 ， 
若 要 保持 现 有 最 优 解 不 变 , cs 的 允许 改变 量 Acs 必须 满足 式 


(4.5.7), 即 有 
max 2 a >0| <ac<min 2 
_10 _2 _ D3， 
wo 下 |ssosnm| 二 ， ? | 
3 2 3 6 


故 C3 的 变化 范围 是 | 97 去 ,52 | ， 


a25<0,j -1.2,5 
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4.5.2 约束 条 件 右 端 常数 项 变化 的 灵敏 度 分 析 


在 (LP) 的 最 优 单 纯 形 表 中 
xp=B !b,z=cpB 1D. 
显然 , 若 5;Eb 变化 时 ,将 影响 (LP) 的 最 优 解 和 最 优 目标 值 . 因 
此 , 当 b 变 为 b 时 ,通常 考虑 下 面 两 种 情况 : 
1.5 的 改变 对 于 现 有 最 优 解 有 何 影响 . 
2. 为 保持 现 有 最 优 基 不 变 ,5, Eb 的 允许 变化 取 值 区 间 如 何 确 
定 . 

首先 考虑 b 的 改变 对 于 现 有 最 优 解 的 影响 . 

设 b5 变 为 8 =b+Ab, 由 于 6b 的 改变 不 影响 检验 数 ,只 影响 最 
优 单纯 形 表 中 约束 矩阵 的 常数 项 ,因此 ,可 以 从 最 优 单纯 形 表 中 找 出 
最 优 基 的 逆 阵 B-!, 计 算出 xp =B b=B i(b+Ab). 

(1) 若 xg = B -1b 之 0, 则 最 优 基 不 变 , 得 到 (LP) 新 的 最 优 解 
x = (各 } 和 最 优 目标 函数 值 < = cpB 1b 

(2) 若 xp =B 1!b 含有 负 分 量 , 则 (LP) 的 最 优 基 改变 ,用 xs ， 
z 取代 (LP) 原 最 优 表 中 相应 数据 ,用 对 偶 单 纯 形 法 继续 迭代 , 求 出 
新 的 最 优 基 和 最 优 解 或 判断 无 最 优 解 . 

其 次 讨论 当 5;(i=1,2,…,m,i 关 7) 不 变 时 ,为 保持 现 有 最 优 
基 B 不 变 ,4b, 允许 变化 的 取 值 区 间 的 确定 . 

设 5, 变 为 5, =05,+Ab,, 则 xp =B 1(b+Ab), 其 中 b= (bi， 
bys s brs ba) TAb=(0,0,. ,Ab,, ,0). 


从 而 
xi =B-'i(b+Ab)=B 'b+B AD 
br LT ADp. bi Ta Ap, 
一 bi 十 Qi AD- 一 br + asi AD: (4.5.9) 


/ 7 和 了 
Oy Qnr Ap. Oy 十 Qnr Ab, 
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其 中 (al ,ar ar 并 是 基 加 的 道 矩 阵 吾 -中 第 > 列 . 
车 要 保持 xp 守 0, 即 67 +af AD0 (i=1,2…,n), 则 


当 a >0 时 Ap- 各 

当 a <0 时 Ap 去- 所 

故 ”Ab, 允许 取 值 的 变化 区 间 为 。 
max| -lay0, jE (2 m) | ZA Smin| -和 |ai<0, 
i€ (12,,m)| (4.5.10) 


车 Ab, 在 式 (4.5.10) 规 定 的 范围 内 变化 , 则 (LP) 的 最 优 基 不 变 , 旦 
可 以 根据 式 (4.5.9) 算 出 xg ,从 而 得 新 的 最 优 解 < = { "2 | 和 最 优 


值 z =csB-!'b .车 A6, 超出 式 (4.5.10) 的 规定 范围 , 则 按 第 2 种 情 
况 中 的 (2) 处 理 . 


4.5.3 约束 条 件 系数 ay 变 化 的 灵敏 度 分 析 


约束 条 件 系数 wy 的 变化 分 为 约束 条 件 系数 矩阵 4 中 个 别 元 素 
aj 的 改变 和 增加 一 行 或 一 列 元 素 这 两 类 情况 .无 论 哪 一 种 情况 ,从 式 
(4.5.3) 和 和 式 (4.5.4) 可 以 知道 ,系数 oz 的 变化 对 于 最 优 基 、 最 优 解 
均 可 能 有 影响 .为 了 叙述 的 方便 ,我们 分 别 讨论 . 

1. 约束 条 件 系数 矩阵 入 中 个 别 元 素 ai; 的 变化 

约束 系数 矩阵 4 中 某 一 个 系数 a; 的 变化 ,对 于 (LP) 最 优 表 的 
影响 ,从 式 (4.5.3) 和 式 (4.5.4) 知 ,要 根据 该 系数 所 在 列 p; 是 否 属 
于 最 优 基 来 考虑 . 

p; 不 属于 最 优 基 B. 设 a € pj, 但 pj 亿 B. 也 就 是 说 ay 是 非 基 变 
量 z; 在 第 ; 个 约束 条 件 中 的 系数 ,因此 p; 是 非 基 列 . 

车 p 改变 为 py = p;+Apj, 其 中 Ap) = (0,…,Aay,，…,0)". 此 
时 ,x; 对 应 的 检验 数 为 

6; =c;~ cpB 'p; 
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一 避 一 caB i(p, +Ap,) 


=6- wAp; 
其 中 w= cpB = (lo , wn ). 
若 要 求 最 优 基 B 不 变 , 则 必须 8, 志 0, 也 就 是 
6,— WAp,<0 
即 6,<wAp; (4.5.11) 
0 
又 因为 WAP; = (wi v2 Wm) | Mas| = wiAa; 
0 
于 是 aiAaiy 之 6， i€E(1,2,.…,m) (4.5.12) 
由 式 (4.5.12) 知 , 当 w;>0 时 , 则 有 
Aas>, (4.5.13) 
当 w,<0 时 , 则 有 Aaj< 和 i (4.5.14) 


< 


成 立 . 说 明 : 

(1) 非 基 列 p; 中 的 某 个 系数 a; 变化 时 ,其 改变 量 Aaz 若 满足 
式 (4.5.13) 和 式 (4.5.14) 时 , 则 最 优 基 不 变 . 

(2) 若非 基 列 p; 中 的 元 素 a; 的 改变 量 Aa; 超 出 式 (4.5.13) 和 
式 (4.5.14) 的 规定 , 则 8 >0. 此 时 应 把 原 最 优 表 中 的 p; 改 为 p; ,其 
中 pi7=B 'p; ,6i 改 为 8, 继续 迭代 . 

2. 基 变量 zi 所 在 列 p; 中 元 素 a; 的 变化 

设 基 变 量 x; 所 对 应 列 p; 中 的 某 一 个 元 素 ar 改变 ,不 妨 设 p 变 
为 p; = (ayj,a2 7 aj Ajys am) ;从 式 (4.5.3) 和 和 式 (4.5.4) 
可 知 ,p; 的 变化 可 能 影响 原 最 优 解 和 最 优 检验 数 的 变化 .因此 ,分 两 
种 情况 讨论 . 

(1) a; 的 变化 仅 影 响 检验 数 6, 的 改变 ,不 影响 最 优 解 的 可 行 
性 .为 保持 最 优 基 不 变 ,把 zx; 仍 视 为 基 变量 ,计算 pi = Bp; 和 
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6; = cj 一 cpp; .用 p; ,6; 取代 (LP) 最 优 表 中 相关 部 分 ,以 aj 为 主 元 ， 
继续 迭代 . 

(2) a; 的 变化 同时 导致 (LP) 的 可 行 性 条 件 xp = Bi'b 之 0 和 最 
优 性 条 件 Ch = cy -- cpsB_!N 志 0 均 被 破坏 ,此 时 有 下 列 两 种 方法 可 
以 处 理 . 

(iD 计算 p/ =B 1p; 和 6,= ccgpp) 修改 (LP) 最 优 单纯 形 表 中 
相应 的 部 分 ,进行 迭代 .车 基本 解 的 可 行 性 被 破坏 ,可 以 用 对 偶 单 纯 
形 法 迭代 . 

(ii) 引进 和 人工 变量 x, 1, 在 (LP) 的 最 优 单 纯 形 表 中 增加 一 列 ， 
即 p; 为 第 n+1 列 , 取 c+1=6j 且 修改 表 中 之 ; 对 应 的 目标 函数 系数 
c 为 M, 即 cj=AM( 其 中 M>0, 且 充分 大 ) .修改 后 的 单纯 形 表 如 表 
4.10 所 示 . 


表 4.10 
四 C1 M c ci 
XB b Xl 2 z Titl 
和 | 7 7 
1 1 Qil a1j Q1 GT 
并 Qi ay a ai t Aas 
于 人 
Tp 6 (Cn dmj Gyn Gp 
pp 7 7 7 
之 capBi'b 9 二 和 6; 人 ,+1 


在 修改 后 的 单纯 形 表 4. 10 中 进行 迭代 ,经 过 迭代 后 必 将 x; 变 
为 非 基 变量 ,x, , ;为 基 变 量 , 在 得 到 新 的 最 优 表 中 ,用 zx, 11 的 值 代替 
zj 的 值 ,得 到 新 的 最 优 解 和 最 优 值 . 

3. 约束 条 件 系数 矩阵 A 中 增加 一 列 或 一 行 元 素 

在 实际 (LP) 问 题 中 , 若 要 求 增加 一 个 新 品种 ,反映 在 (LP) 模 型 
中 就 是 增加 一 个 决策 变量 zx, 41, 已 知 其 相应 的 价值 系数 cv+ 1 和 约束 
和 矩阵 中 的 列 向 量 pi41 = 《apr1… am.n11) 7. 把 xz,41 视 为 非 基 变 
量 , 在 (LP) 的 已 有 最 优 表 中 增加 一 列 | 
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aTntl 
pntl =B lp,+i= Qi nd+1 (4.5.15) 


Gm,nt+l 
及 相应 检验 数 
On+1= cn+1™ CBPn+1 
若 5, 411 生 0, 则 (LP) 的 最 优 解 不 变 , 否 则 继续 进行 迭代 . 
在 (LP) 问 题 中 , 若 增加 约束 
Qm+1AT1It am+t12 tt ,anti ncn ont+1 (4.5.16) 

其 中 am+t1j(j=1,2,…,n) 及 b+1 为 已 知 常 数 , 此 时 可 以 用 下 
列 办 法 处 理 . 

(1) 从 (LP) 的 最 优 表 中 ,取出 已 有 最 优 解 x” = (zx1” ,Xx2*,，…， 
za” )! 代 入 式 (4.5.16), 若 满足 新 条 件 , 则 最 优 解 仍 为 x”. 

(2) 若 (LP) 的 最 优 解 x* 不 满足 约束 条 件 式 (4.5.16), 则 在 
(LP) 最 优 单 纯 形 表 中 增加 一 行 . 亦 即 在 式 (4.5.16) 中 引入 松弛 变量 
xa+1, 把 约束 条 件 (4.5.16) 各 项 系数 放 入 表 中 系数 矩阵 4 的 最 后 一 
行 ,相应 在 表 中 增加 一 列 p, ;1 = (0,0,…,0,1)". 修 改 以 后 的 单纯 形 
表 如 表 4.11 所 示 . 


表 4.11 
cl C2 C 0 
cp | XB b ri TX2 Tn Tnt+l 
cl | zl br all Q12 Ql 0 
cm zal On 下 am.l am.2 mn 0 
0 + bm+ti Qm+1,1 Qm+1,2 Qam+l 1 
z caB Bb 9 02 6 Ont1 


在 修改 后 的 单纯 形 表 4.11 中 ,检查 是 否 破坏 了 原 最 优 表 中 的 单 
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位 和 矩阵 (最 优 基 ) ,车 已 破坏 , 则 用 和 矩阵 的 初等 变换 将 原单 位 矩阵 恢 
复 ,继续 和 迭代 . 若 可 行 性 破坏 , 则 用 对 偶 单 纯 形 法 欠 代 . 

例 10. 线性 规划 问题 


max z=6Zx1+14x,+13zx3 


工 z +2 + X324 


2 
St. zi+2z +4r3<60 (j=1,2,3) 
zx3 字 0 
用 单纯 形 法 求解 得 最 终 单纯 形 表 如 表 4.12 所 示 . 
表 4.12 
c 6 14 13 0 0 
cB | XB b Xl TX? 3 Xa Xs 
6 |z| 36 1 6 0 4 -1 
13 | z3 6 0 -1 1 -1 工 
z 294 0 -9 0 -11 -1 
2 


(1) 若 第 一 个 约束 条 件 变 为 zi +4zs+2z3 委 68 时 ,线性 规划 问 
题 最 优 解 有 何 变化 ? 

(2) 如 果 约 束 条 件 不 变 , 目 标 函 数 变 为 max z(90)=6z1+ (14+ 
30)xs+13x3 时 , 试 求 9 在 区 间 [0,4] 内 变化 时 最 优 解 的 变化 . 

解 (1) 因 为 x +4zs+2z3<68 等 价 于 广 zi 4272 + xs<34， 
即 约束 条 件 右 端 常数 由 0 =24 变 为 b1 =34. 又 因 

4h>0,1€ 012,3,4,5)| = -= -9 

Qil 


max 


6 
—1 
又 因 Ab1=34-24=104 [ -9,6] 故 原 最 优 基 不 可 行 . 


和 aii<0,1€ 012,3,4,5)| 一 一 
il 


min 
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,zl 4 1 | /34, /76 
xp = [= (b+Ab)= 1 | )=| ) 
完 3 一 了 60 一 4 
， - 76 
cc ICB+AD)-(6,13)[ =404 


把 xsg ,= 取代 表 中 对 应 项 得 表 4.13 工 ,继续 迭代 . 


表 4.13 


-一 
XB | 


从 表 4.13 下 中, 知 最 优 解 +” = (52,4,0)', 最 优 目 标 函 数值 
z” 二 368 

(2) 非 基 变 量 X22 的 价值 系数 C2 由 ca 三 14 变 为 C2 一 14+30 ,于 
是 对 应 的 检验 数 变 为 

6 
62 = (c+Acs)— cpB “1p;= (14+30)- (6,13) (1)=30-9 

当 39 -9 声 0, 即 6 过 3 时 , 62 委 0, 原 最 优 解 不 变 , 即 x" = 

(36,0,6)7. 


当 9E€(3,4] 时 ,862 >0, 用 82 =30-9 取 代表 中 9; 的 值 ,如 表 
4.14 所 示 ,继续 迭代 . 
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表 4.14 


因 06(3,4], 故 8 委 00=12,…,5) 此 时 ,x*=(0,6,12)T. 
故 9E10,3] 时 ,x*=(36,0,6)',z* =294 
0€E(3,4] 时 ,x * = (0,6,12)T',z* =240+180. 
例 11.， 已 知 问题 (LP) 
max z= 10x1+5x2 
3z1+4xs9 
s.t | 
ZXZ1y X20 
用 单纯 形 法 求 得 最 终 单纯 形 表 如 表 4.15 所 示 . 
(1) 目标 函数 系数 c; 或 c, 分 别 在 什么 范围 内 变动 , 现 有 最 优 解 
不 变 ? 
(2) 约束 条 件 右 端 常数 项 51,5s 中 , 当 保 持 一 个 不 变 时 另 一 个 
在 什么 范围 内 变化 , 现 有 最 优 基 不 变 ? 
(3) 问题 (LP) 的 目标 函数 变 为 max zx = 12zl +4z; 时 ,最 优 解 
有 什么 变化 ? 


(4) 约束 条件 右 端 常数 项 由 (8 ) 变 为 (1 时 ,最 优 逢 有 什么 
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表 4.1S 
c | 10 5 0 0 
CB XB b Xl 2 3 Xa 
十 .~ 
3 5 -3 
5 2 2 0 1 14 14 
一 2 
10 zi 1 1 0 也 3 
35 5 一 25 
2 0 0 14 14 


解 (1) 由 cy =c,+Ac,, 对 于 基 变 量 x, 的 系数 c,,Ac, 允许 变 
化 范围 


max| la’>0) <Ac, min 上 < 
j rj ji rj 
—25/ -5/1 
即 有 | | Sa Smin 和 | 
-25 
于 是 下 <Ac 世 了, 即 侍 <<c1 芝 分 时 , 现 有 最 优 解 不 变 ， 
— 5/ .| —25/14 

同 理 max ee 3 


(2) (i)6, 不 要 时 . 训 化 ,因为 


"|, __32__21 
max( 一 7 efi>0| 5714 5 
.| | _ 加 
min 27 ai<ol 1 万 7 


故 AbE[ -等 ,7] ， 即 be [分 ,16] . 
(ii 车 bi 不 变 ,22 变化 
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; _ -_ 1 --_7 
因为 max , oa>0| 5 万 
.| 0 _ 32 _ 
min 总 a ol 34 


故 Abs€| -了 7] , 即 5b2€ [于 ,15]. 故 当 DeE[ 科 ,16] 或 Do 和 


[去 ,15] 时 , 现 有 最 优 基 不 变 . 
(3) 目标 函数 变 为 :max z=12zx1+4zx2 时 , 即 cp=(-5,10) 一 
cg (4,12) 代 入 单纯 形 表 见 表 4.16 中 的 选 代 ， 


表 4.16 
c | 12 4 0 0 
CB XB | b | 并 2 2 4 
4 2 372 0 1 去 - 兰 
12 zi 1 1 0 -二 所 
= -ls | 0. 0 地 -了 
0 3 2175 0 党 2 - 子 
12 | 号 1 四 0 词 
= -中 0 -地 0 - 半 


故 x” 二 


( 5° 5 5 
9 1l 
(4 约束 条 件 右 端 常数 项 5 = 网 六 = (9) 
5 3 1 
22 2B-i(b+Ab)= 14 14 (= 7 
a 1 29 |2 
27 


<=csB- (b+Ab)=(5,10)(- 
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此 时 xg' 不 可 行 , 用 对 偶 单纯 形 法 继续 迭代 .如 表 4.17 所 示 . 


表 4.17 
C 10 5 0 0 
cp XB b Xl X72 TX3 T4 
_1 5 _3° 
5 ”2 7 0 1 14 14 
10 x 了 1 0 - 艺 地 
| | 
z -2657| 0 0 - 言 -各 
| 
10 Zz 了 1 入 地 0 
_110 _25 _10 
之 3 0 3 3 0 


LU ”一 一 -一 一 


迁 代 后 ,得 新 的 最 优 解 ”= (了 ,0,0, 子 ) ,最 优 目标 西 数值 ”= 
11 


“Ei: 


习 题 


1. 写 出 下 列 线 性 规划 问题 的 对 偶 问 题 
(1)max z=2 x1it+ x2+3zx3+ Xa 
Z1+ za +Zx3t x 
Xx] -x3+ xa 之 1 
SY 2xi1- Xx2+3zx3= ~4 
Tl ,X320 ,TT4 无 符号 限制 ; 


(2)max zx=Szl+6z2 十 773 
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一 zi+Sza 一 3z3 之 15 
| -Sri 6x;+10x;3 夺 20 
1 | 
ZX1 夺 0,X2 芝 0 ,x3 无 符号 限制 ; 
(3)min z=3z1+2x,—3zx3+4xr4 
Zi 一 2za+3zr3a+4z4 安 3 
轴 +3z3+4zr4 之 -5 
SY | — 3x2 7x3 4xs=2 
Zl 字 0,z4 魏 0,za,7z3 无 约束 . 
2. 应 用 对 偶 理 论证 明 线 性 规划 问题 
max z= XxX1— T+ Xa 
I! 一 3 宇 4 
s.t. ZJ 一 2 十 27z3 之 3 
zi0.J=1,2.3 
有 可 行 解 ,但 无 最 优 解 . 
3. 应 用 对 倘 理 论证 明 线 性 规划 问题 
max Y 一 3z1 十 272 
一 +2z 安 4 
3z1+2z< 妇 14 
Xi1 ~ XxX; 3 
x1;, X20 
有 最 优 解 ,并 说 明 其 对 偶 问 题 也 有 最 优 解 . 
4. 设 (LP) 
min z=27x1 ~ x +273 
— XI+ x2+ x3=4 
s.t. -x1 + zx2 ~ kzrs6 
ZI1 侍 0, x 之 0, x3 无 约束 . 
其 中 最 优 解 为 :x* = (~5,0,~1)',z" = 一 12. 
(1) 试 写 出 其 对 偶 问 题 (DP); 
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(2) 试 求 出 & 值 ; 
(3) 试 求 (DP) 的 最 优 解 . 
5. 设 (LP) 


max 之 一 2z1 十 Za 十 3z3 
Xit+ xXx2+2x35 
s.t tn 
zj; 之 0,]7 三 1,2,3 
(1) 试 写 出 其 对 偶 问 题 (DP); 
(2) 已 知 x"=(3,2,0)" 是 (LP) 的 最 优 解 , 试 根 据 互 补 松弛 定 
理 , 求 (DP) 的 最 优 解 . 
6. 设 (LP) min z= crx， 
s.t. Ax= b,x>0 
(1) 试 写 出 其 对 偶 问 题 (DP); 
(2) 试 求 出 (LP) 和 (DP) 目 标 沙 数 之 间 的 关系 ; 
(3) 设 x" 是 (LP) 的 最 优 解 ,w "是 (DP) 的 最 优 解 ,如 果 用 忆 代 
替 忆 后 (LP) 的 最 优 解 为 x ,证 明 :c(z -x)w"(b-b). 
7. 用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 
(1) max z=9zx1 -77x2+4xr3 
Szi+ zz+7Tz3 委 5 
3z1+4z2+8z3 三 4 
]12z, +6z+8z3>>6 
ZiD0,J=1,2,3; 
(2) max z=2zx1+ Xx2+37rz3+ za 


Xit+ zx2t x3+ ra5 


2z1- Xx2+37x3= -4 
s.t. | 
zl,z30,za,z4 无 符号 限制 ; 
(3) min zx 一 Sz1 十 272? 十 4z3 
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3z1+ xX;+27x3 之 4 
s.t. 6zl+3zz+Sz3 之 10 


ZijD0,J=1,2,3. 
8. 设 问题 (LP) 
max z 三 10zl 十 9Sz2 
3zi+ 4z 委 9 
s.t. 5zl+222 安 8 


Tl ,2 过 P0 


用 单纯 形 法 求 得 最 终 单纯 形 表 如 表 4.18 所 示 . 
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表 4.18 
-一 

c 10 5 0 0 
Cp XB | b 1 x2 X3 Z4 

3 5 3 

5 ”2 2 0 1 14 14 

10 zi 1 1 0 -请 地 

| 一 
3 | 5 2 
= 2 0 0 14 14 


(1) 目标 函数 系数 ci 或 c 分 别 在 什么 范围 内 变化 , 现 最 优 解 不 


变 ? 


10 
(2) 约 东 条 件 右 端 常 数 项 b= (8) 交 为 b= (, ) 型 有 最 优 基 是 


否 变 化 ? 


3 4 
(3) 约 东 和 矩阵 4 中 ,pi = 国人 pi = | 3] ,最 优 解 是 否 变化 ? 


9. 已 知 (LP) 


max z= — SritSzx2+ 13xr3 
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-2Z1+Zza+3z3 委 20 
s.t. 12zi+4za+10zas 魏 90 
zj 之 0,7=1,2,3. 
用 单纯 形 法 求 出 其 最 优 解 和 最 优 单纯 形 表 ,再 分 析 下 列 条 件 单 
独 变化 时 ,最 优 解 有 何 变化 ? 
(1) 目标 函 数 中 c= 13 变 为 cy = 8; 
(2) 约 束 条 件 右 端 常数 5, = 90 变 为 27 = 70; 


一 1 0 
(3) 约 束 矩 阵 A 中 ,pi = (2 ) 杰 为 pr = (); 


1 2 
(4) 约 束 箱 阵 4 中 ,Pa= [，] 变 为 pz = 加 
(5) 增 加 一 个 约束 条 件 2x1 十 3z2 十 Sz3s 安 50. 
10. 设 (LP) 


max z=3z1+6x2 

s.t. ZX1 志 4 
3zl+t2z 安 18 
Ziyz2 之 0. 


其 最 优 单 纯 形 表 如 表 4.19 所 示 . 


表 4.19 


4 8 _/1 21 
在 cy 二 6 一 40,b = (18)* 0( 2): (3)+o ( 3) ps 不 


变 , 为 保持 现 最 优 基 可 行 解 不 变 , 试 确定 0 的 取 值 范围 . 
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第 五 草 整数 规划 


整数 规划 (Integer Programming , 简 记 IP) 是 近 30 年 来 发 展 起 来 
的 数学 规划 的 一 个 重要 的 理论 分 支 .整数 规划 问题 是 要 求 决 策 变量 
全 部 或 部 分 取 整 数值 的 线性 或 非 线 性 规划 问题 .由 于 整数 非 线性 规 
划 尚 无 一 般 解 法 ,因此 本 章 仅 考 虑 整数 线性 规划 模型 及 其 解法 ,文中 
所 提 及 的 整数 规划 均 指 整数 线性 规划 . 

根据 对 变量 的 要 求 不 同 ,整数 规划 又 分 为 : 

(1) 纯 整数 规划 :所 有 决策 变量 均 要 求 为 整数 的 线性 规划 . 

(2) 混 合 整 数 规划 :部 分 决策 变量 要 求 为 整数 的 线性 规划 . 

(3)0 一 1 整数 规划 :所 有 决策 变量 均 要 求 为 0 一 1 的 整数 规划 . 

(4) 混 合 0 一 1 规划 :部 分 决策 变量 要 求 为 0 一 1 的 整数 规划 . 

本 章 主 要 介绍 整数 规划 的 一 些 基 本 概念 和 常用 算法 ,还 将 介绍 
一 些 特殊 的 整数 规划 问题 (0 一 1 规划 ,分配 问题 ) 的 解法 . 


$5.1 整数 规划 问题 及 其 数学 模型 


5.1.1 整数 规划 问题 引 例 


在 现实 生活 中 , 当 决 策 变 量 代表 人 数 、 机 器 数 、 项 目 数 等 时 ,往往 
只 能 取 整 数值 . 涉及 这 些 变量 的 线性 规划 问题 , 非 整 数 的 解 显然 不 符 
合 要 求 . 

例 1. 菜 建筑 公司 承包 建 两 种 类 型 宿舍 , 甲 种 宿舍 每 幢 占 地 面积 
为 0.25 x 103(m?); 乙 种 宿舍 每 幢 占 地 面积 为 0.4X10(m). 该 公司 
已 购 进 3x 103(m?) 的 建筑 土地 ,计划 要 求 建 甲 种 宿舍 不 超过 8 类 ， 
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乙 种 宿舍 不 超过 4 幢 . 建 甲 种 宿舍 一 幢 可 获 利 10 万 元 , 建 乙 种 宿舍 
一 幢 可 获 利 20 万 元 .试问 应 建 甲 、. 乙 种 宿舍 各 几 幢 ,公司 获 利 最 大 ? 

解 ” 设 建 甲 种 宿舍 zl 术 , 乙 种 宿舍 z: 幢 , 则 该 问题 的 数学 模 
型 为 


max z= 10zx1+20zx2 
0.25zi+0.4zz 委 3 
ZI<8 
Za 妇 4 
Xi,Z2 之 0 且 为 整数 . 

在 这 个 例子 中 ,所 有 的 决策 变量 都 要 求 为 整数 ,所 以 是 一 个 纯 整 
数 规划 问题 . 

例 2. ( 选 址 问题 ) 某 种 商品 有 ” 个 销售 地 ,各 销售 地 每 月 的 需 
求 量 分 别 为 56; 吨 (j =1,2,…,n), 现 在 nm 个 地 点 中 选 址 建 三 ,用 来 
生产 这 种 产品 以 满足 供应 , 且 规 定 一 个 地 址 最 多 只 能 建 一 个 工厂 , 若 
选择 第 i 个 地 址 建 厂 , 将 来 生产 能 力 每 月 为 a; 吨 , 每 月 的 生产 成 本 
为 d; 元 (i=1,2,…,m), 已 知 从 第 i 个 工厂 至 第 j 个 销售 地 点 的 运 
价 为 cj 元 /本 ,应 如 何 选 择 厂址 和 安排 调运 可 以 使 总 的 费用 最 少 ? 

解 ” 设 每 月 从 厂址 i 至 销售 地 7 的 运 量 为 xij; 吨 ,zz 为 每 月 的 总 
费用 (元 )， 

_ 性 ,车 在 第 i 个 地 址 建 三 

”10, 否 则 . 


min z = >， Do, 十 Ddiy; 
5=1 


i=1 j=1 


Dz Sayi(i = 1,2,°,m) 


` 则 该 问题 的 数学 模型 为 


zi20,y = 0 或 1. 
在 这 个 例子 中 ,zy 可 以 取 非 负 实 数 ,而 y; 只 能 取 0 或 1, 这 类 问 
题 称 为 混合 整数 规划 问题 . 
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例 3. (投资 决策 问题 ) 设 有 2” 个 投资 项 目 , 其 中 第 ) 个 项 目 需 
要 资金 a 万 元 ,将 来 可 获 利润 。 万 元 ,车 现 有 资金 总 额 为 5 万 元 , 则 
应 选择 哪些 投资 项 目 , 才 能 获 利 最 大 ? 
,|1, 对 第 j 个 项 目 投资 ， 
解 次 五 = |0 不 然 
这 里 7=1,2,…,n, 设 = 为 可 获得 的 总 利润 (万 元 ) , 则 该 问题 的 数学 
模型 为 


s.t. i=1 
(x =0 或 10 = 1,2,…,n) 
这 个 例子 中 所 有 的 决策 变量 zi (j=1,2,…,n) 只 能 取 0 或 1 
值 ,所 以 是 一 个 纯 0 一 1 规划 问题 . 
5.1.2 整数 规划 的 数学 模型 
一 般 地 ,整数 规划 的 数学 模型 是 


n 
max z( 或 min zx) = Do 
j=1 


>” = bi(i = 1,2,.,m); 
Ss.1. 7 一 1 
之 0 0 = 1,2,…,n) 且 部 分 或 全 部 为 整数 . 

由 前 述 可 知 依照 决策 变量 取 整 要 求 的 不 同 ,如 本 章 引 言 中 所 讲 
的 ,整数 规则 可 以 分 为 纯 整 数 规划 、 全 整数 规划 .混合 整数 规划 、0 一 1 
整数 规划 等 . 
5.1.3 整数 规划 与 线性 规划 的 关系 


考虑 如 下 形式 的 (IP) 
工 


(IP) minc x 
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4 = 六 
s.t. x 宇 0 (5.1.1) 


x 为 整数 向 量 . 
在 式 (5.1.1) 问 题 中 除去 x 为 整数 向 量 这 一 约束 后 ,就 得 到 一 
个 普通 的 (LP) 问 题 , 而 对 于 (LP) 问 题 已 有 有 效 的 算法 .因此 ,人 们 对 
(IP) 提 出 一 个 问题 :为 什么 不 解 对 应 的 (LP), 然 后 用 “ 舍 零 取 整 " 方 
法 得 到 整数 解 呢 ?” 为 了 解答 这 个 问题 ,让 我 们 来 看 一 个 例子 . 
例 4. 设 整 数 规划 问题 
maXx 之 二 Xit+ xy 
14zl +9zz< 魏 S1 
s.t | 
Tl1,X2 守 0 且 为 整数 . 
首先 不 考虑 对 变量 的 整数 约 
束 ,得 线性 规划 问题 ( 称 为 松弛 间 痉 
题 ) 


DaX 之 二 X11+ > 4 
f14zl + 9z 51; 3 
S.t. 一 6zl+3zz 委 Ti; 


Lztzz 之 0 

解 ”对 于 这 个 问题 ,可 以 用 | 
图 解法 得 到 最 优 ( 见 图 5.1 中 的 
及 点 ) O 
zi 了 = 号 且 有 z= 多 图 5.1 

现在 求 整数 最 优 解 

如 果 用 “ 舍 零 取 整 ”的 方法 ,可 以 得 到 4 个 点 , 即 (1,3),(2,3)， 
(1,4),(2,4) ,上述 4 个 点 是 A 点 附近 的 点 ,但 由 图 5.1 可 知 ,这 4 个 
点 都 不 是 可 行 点 ,显然 它们 都 不 可 能 是 整数 规划 的 最 优 解 . 

整数 规划 问题 的 可 行 解 集 和 最 优 解 的 定义 与 线性 规划 类 似 ,只 
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是 要 加 上 满足 整数 条 件 .从 图 5.1 还 可 以 看 到 ,(IP) 的 可 行 集合 是 一 
些 离散 的 整数 点 ,又 称 为 格 点 ,而 取 相 应 的 (LP) 问 题 的 可 行 点 集合 
是 包含 这 些 格 点 的 多 面 凸 集 . 对 有 界 的 (IP) 问 题 来 说 ,其 可 行 集合 内 
的 格 点 数目 是 有 限 的 ,于 是 我 们 就 可 以 想到 ,是否 可 以 用 枚 举 法 求解 
(IP) 呢 ? 即 算出 目标 函数 在 可 行 集 合 内 各 个 格 点 上 的 函数 值 , 然 后 
比较 这 些 函 数值 的 大 小 ,以 求 得 (IP) 的 最 优 解 和 最 优 值 . 
如 上 例 . 有 整数 可 行 解 
xY=(0,0)T, x=(1,0)T,x?=(2,0)", 
x(3) = (3,0)T, x 一 (1,1)T, x'5) =(1 ,2)T， 
x 一 (2,1)T,xrO) 一 (2,2)T,x(8) =(3,1)T 
相应 的 目标 少数 值 为 
z=0,z=1,2z0 =2,2 =3,2(1 =2, 
z=3,z6)=3,z7 一 4,x(8)=4 
由 此 得 最 优 解 x* = (2,2)7 或 x* =(3,1)1, 最 优 值 > ”= 4. 
然而 ,只 有 当 问 题 的 决策 变量 个 数 很 少 , 且 可 行 点 集合 内 的 格 点 
个 数 也 很 少时 , 枚 举 法 才 是 可 行 的 .对 一 般 的 (IP) 问 题 , 枚 举 法 是 无 
能 为 力 的 .如 50 个 城市 的 货 郎 担 问 题 , 所 有 可 能 的 旅行 路 线 个 数 为 
(的 针 (请 读者 考虑 为 什么 ? 留 作 习 题 ), 若 用 枚 举 法 在 计算 机 上 求 
解 ,即使 对 未 来 的 计算 机 速度 最 乐观 的 估计 ,也 将 需要 数 十 亿 年 ! 
由 上 述 可 知 ,求解 (IP) 比 求解 (LP) 要 困难 得 多 . 究 其 原因 , (IP) 
是 一 个 非常 一 般 的 数学 模型 ,许多 不 同 种 类 的 问题 都 可 以 归结 为 
(IP). 正 由 于 这 个 一 般 性 ,而 使 其 表现 出 内 在 的 困难 性 .目前 常用 算 
法 主要 有 制 平 面 法 、 分 支 定 界 法 、 解 0 一 1 规划 的 隐 枚 举 法 、 匈 牙 利 法 
等 .下 面 各 节 将 逐一 介绍 这 几 种 方法 . 


SS.2 Gomory 割 平 面 法 


解 整数 规划 问题 的 割 平面 法 有 多 种 类 型 ,但 它们 的 基本 思想 是 
相间 的 .本 节 我 们 介绍 Gomory 割 平面 算法 ,Gomory 割 平 面 算 法 是 
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R.E.Gomory 于 1959 年 提出 的 ,又 称 Gomory 割 平 面 法 .该 方法 在 理 
论 和 应 用 上 是 十 分 重要 的 ,被 认为 是 整数 规划 的 基础 . 


5.2.1 制 平面 法 的 基本 思想 
考虑 纯 整 数 规划 问题 


(IP) min cix 


Ax=b 
s.t. | (5.2.1) 
x 为 整数 向 量 
(IP) 的 可 行 区 域 记 为 D, 当 D 关 9 时 ,D 是 由 有 限 个 或 可 数 个 
格 点 构成 的 集合 . 记 (IP) 的 松弛 问题 为 (LP), 即 


(LP) minc'x 
AxX=b (5.2.2) 
s.t. .2. 
x 宕 0 


(LP) 的 可 行 区 域 Do 是 一 个 凸 多 面体 .这 两 个 问题 之 间 具 有 如 
下 明显 的 关系 : 

(1) DCD,; 

(2) 若 (LP) 无 可 行 解 , 则 (IP) 无 可 行 解 ; 

(3) (LP) 的 最 优 值 是 (了 P) 的 最 优 值 的 一 个 下 界 ; 

(4) 若 (LP) 的 最 优 解 x" 是 整数 向 量 , 则 x 是 (IP) 的 最 优 解 . 

若 平 面 法 的 基本 思想 是 :首先 用 单纯 形 法 求 得 对 应 松弛 问题 
(LP) 的 最 优 解 .如 果 得 到 的 最 优 解 是 一 个 非 整 数 解 ,构造 一 个 新 的 
约束 ,对 松弛 问题 的 可 行 域 进行 切割 ,在 保证 其 整数 可 行 解 不 被 切割 
掉 的 情况 下 ,重复 这 个 过 程 ,逐步 切割 可 行 域 , 直 至 得 到 一 个 整数 的 
最 优 极点 为 止 . 

割 平面 法 的 关键 在 于 如 何 选取 合适 的 割 平面 ,才能 使 切割 的 部 
分 只 包含 非 整 数 解 , 而 不 切割 掉 任何 整数 可 行 解 .下 面 介绍 怎样 产生 
割 平面 . 

设计 = (zz 8) 是 纯 整 数 规划 的 一 个 关于 基 B 线性 松 
弛 模型 (LP) 的 解 ,车 z (1 = 1,2,… ,nn) 全 为 整数 , 则 x 就 是 原 问 题 
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(IP) 的 最 优 解 ; 若 z,(j = 1,2,…,n) 不 全 为 整数 ,不 妨 设 问题 (LP) 
的 最 优 基 为 B' = (pi, ps,… ,pw) ,最 优 单纯 形 表 的 第 i 行 的 基 变 量 
z; 取 值 不 是 整数 ,x; 所 在 的 方程 为 
Xi + PDair; = 他， (5.2.3) 
j€JS 


其 中 

j = 打 |7 是 关于 基 召 的 非 基 变量 的 下 标 | 
即 为 非 基 变量 的 下 标 集 . 4; = 6 不 是 整数 .对 整数 规划 的 任意 一 个 可 
行 解 x = (zx1,x2,…,x;)' 也 满足 式 (5.2.3). 我 们 把 式 (5.2.3) 中 的 
aj (jEJ) 与 ;部 分 解 为 一 个 整数 [a; | 与 一 个 正 的 真 分 数 了 两 数 之 
和 

ay = [as ] + fs (0<f;<1), 
oi=[bi]+f: (0<f<1). 

其 中 [a ] 表 示 不 超过 as 的 最 大 整数 , 方 是 az 的 小 数 部 分 . [5;] 表 
示 不 超过 4b; 的 最 大 整数 ,/; 是 6b; 的 小 数 部 分 . 则 式 (5.2.3) 可 以 改写 
为 

Ait > [Lad] 十 Dfiz = [6b] + fi 

jE€EJ JE 了 

或 

zi 十 2 ad] -fo 了 = 大- 2 (5.2.4) 
由 于 x = (zi,zxz，… ,Xn)! 为 整数 规划 的 一 个 可 行 解 ,所 以 zi ,之 
(j E 了) 均 须 为 整数 ,而 [ay ](j E 7) 与 [161] 是 整数 , 故 式 (5.2.4) 
左 端 一 定 为 整数 , 则 右 端 也 须 为 整数 .由 于 0 过 方 <10< fi<1， 
且 z 之 0, 因而 2 fx 之 0, 于 是 有 /~ Sf 去 广 < 1, 故 式 

JEJ i 
(5.2.4) 右 端 必须 满足 
fi- ZJ <0, (5.2.5) 
JE 了 

这 就 是 一 个 制 平面 .由 于 式 (5.2.5) 来 源 于 单纯 形 表 的 第 i 行 , 故 称 


为 源 于 第 i 行 的 割 平面 . 
把 式 (5.2.5) 添 人 原 整 数 规划 问题 的 线性 松弛 模型 的 约束 中 ,可 
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以 切割 掉 线性 松弛 模型 的 最 优 基 可 行 解 了 ,但 不 会 割 去 整数 规划 的 
整数 可 行 解 , 这 两 个 特点 正 是 割 平面 的 两 条 性 质 : 

性 质 5.1 制 平面 约束 条 件 (5.2.5) 制 去 了 对 应 (LP) 问 题 的 非 
整数 最 优 解 . 

证 ( 反 证 法 ) 假设 % 未 被 式 (5.2.5) 切 割 掉 , 则 x 应 满足 式 
(5.2.5), 即 有 

fi — 这 0. 
因 蕊 =0,7EJ, 故 上 式 即 
三 委 0， 

这 与 /;>0 矛 盾 , 故 不 可 能 满足 式 (5.2.5), 即 4% 被 式 (5.2.5) 切 
割 掉 了 . 

性 质 5.2 割 平面 未 制 去 (IP) 问 题 的 任 一 整数 可 行 解 . 

证 设 二 =(52E ,ZX,) 为 整数 规划 问题 的 任 一 整数 可 行 
解 , 则 工 必然 满足 整数 规划 问题 的 约束 方程 组 , 当然 也 满足 等 价 方 
程 组 


Ti 十 > ai 一 Db; (1 一 1,2,.…, 7m). 


JE 了 
由 于 式 ($.2.3) 是 上 述 方程 之 一 , 故 序 满足 式 (5.2.3). 而 均 
(j=1,2,…,n) 均 为 整数 ,必然 满足 式 (5.2.5), 因 为 式 (5.2.5) 恰 是 
假定 所 有 变量 均 为 整数 而 由 式 (5.2.3) 导 出 的 . 


5.2.2 割 平面 法 算法 步骤 


综 上 所 述 ,我 们 将 求解 整数 规划 的 割 平面 法 的 步骤 归纳 如 下 

Step1. 用 单纯 形 法 求解 (IP) 对 应 的 松弛 问题 (LP). 

车 (LP) 问 题 没 有 可 行 解 , 则 (IP) 问 题 亦 无 可 行 解 ,计算 停止 ; 

车 (LP) 问 题 有 最 优 解 , 旦 符合 (IP) 问 题 的 整数 要 求 , 则 (LP) 问 
题 的 最 优 解 即 为 (IP) 问 题 的 最 优 解 ,计算 停止 ; 

车 (LP) 问 题 有 最 优 解 ,但 不 符合 (IP) 问 题 的 整数 约束 , 则 转 下 
一 步 . 

Step2. (1) 从 (LP) 的 最 优 解 中 , 任 选 一 个 不 为 整数 的 分 量 zi， 
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将 最 优 单纯 形 表 中 该 行 的 系数 ai 和 ,分解 为 一 个 整数 和 一 个 正 的 
真 分 数 之 和 ,并 以 该 行为 源 行 , 按 式 (5.2.5) 作 荐 平面 方程 . 

(2) 将 所 得 的 割 平 面 方程 作为 一 个 新 的 约束 条 件 置 于 最 优 单纯 
形 表 中 约束 条 件 栏 最 后 一 行 ( 同 时 增加 一 个 单位 列 向 量 ), 用 对 偶 单 
纯 形 法 求 出 新 的 最 优 解 .返回 (1). 

下 面 举例 加 以 说 明 . 

例 5. 试用 割 平 面 法 求解 一 整数 规划 模型 


maxz= X11+ x 


271 + Zoo< 93， 
4x1 一 ;之 2， 
s.t 1, 120, 
ZX1,X2 均 为 整数 . 
解 ” 先 把 该 问题 的 线性 松弛 模型 化 为 标准 型 
min z= ~ x1 ~ ZX2, 


2xX1+ x2+ rT3=5, 
s.t. 421 一 Za 一 4=2， 
Z1yZ2 ,Ta T4220. 


将 第 二 个 约束 条 件 两 端 同 乘 以 (- 1) ,用 交替 单纯 形 法 ( 即 单纯 
形 法 和 对 偶 单纯 形 法 交替 使 用 ) 解 之 ,具体 过 程 见 表 5.1, 得 xo= 


(也 ,号 ) .由 于 mm 是 非 整数 解 ,因此 须 构造 制 平面 .根据 最 优 单纯 


形 表 ,构造 源 于 第 1 行 的 割 平面 


对 (人 和 js 


给 该 割 平 面 引 入 一 个 松弛 变量 zs, 得 
2 1 国 

-T3733 374 Ts= 

把 该 约束 添加 到 表 5.1 的 倒数 第 二 行 ,得 表 5.2, 用 对 偶 单纯 形 法 求 


工 
得 一 个 新 间 题 的 最 优 解 x1= 到 ,2 


_2 
了 
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、 二 1 二 工 1 
”1 1 4 0 4 2 
-5 -1 
0 了 0 本 | 
2 1 8 
”™ " ! 3 3 3 
1 -1 7 
™ ! ° 6 6 6 
5 1 
0 0 6 6 
3 Ws 、 
因 表 5$.2 中 zl = 方 仍 不 是 整数 , 故 构造 源 于 该 行 的 割 平面 
1 1 1 
万 一 (到 ma+zsjs0， 
表 5.2 
Xl X72 了 Xa4 Xs 
2 1 8 
2 | 0 1 3 3 0 3 
1 -1 了 
Xl 1 0 6 6 0 6 
-2 -1 -2 
Xs 0 0 3 37 1 3 
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续 表 
和 
Xl 73 4 Xs 
5 1 
0 之 二 0 
| 6 6 
x2 0 0 0 1 2 
mm 1 0 | 
Zs 0 2 1 -3 2 
| 1 1 
0 去 0 到 
给 该 割 平面 引信 人 一 个 松弛 变量 zx, 得 
1 
一 5Xs+t Xe 7 


把 上 式 添 人 表 5.2 的 倒数 第 二 行 ,得 表 5.3 ,继续 用 对 偶 单纯 形 法 求 


解 , 得 到 表 5.3 中 的 第 二 部 分 . 


表 5.3 
一 一 一 了 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
禄 上 工 ? 工 3 4 Xs Xe 
十 
x2 0 1 0 0 1 0 2 
1 -1 3 
Xl 1 0 了 0 7 0 7 
X4 0 0 2 1 一 3 0 2 
一 -1 1 
1 1 
0 0 六 0 2 0 
了 2 0 1 0 0 1 0 2 
x 1 0 0 0 -1 1 1 
并 0 0 0 1 -5 4 0 
了 _ 1 
0 0 0 0 0 1 
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表 5.3 已 给 出 原 问 题 的 一 个 最 优 解 

x =(1,2)',z” =3. 
但 因 表 5.3 中 有 一 个 非 基 变量 zs 的 检验 数 为 0, 故 让 zs 人 基 , 再 用 
单纯 形 法 迭代 一 次 ,又 得 到 另 一 个 最 优 解 

X2 三 (2,1)T,z* =3. 

割 平面 法 在 执行 过 程 中 经 常会 遇 到 收敛 很 慢 的 情况 ,而 且 求 解 
整数 规划 问题 都 离 不 开 计 算 机 ,而 割 平面 法 在 构造 割 平面 时 需要 用 
到 分 数 部 分 ,因此 ,根据 割 平面 法 编制 软件 往往 很 复杂 .所 以 ,人 们 常 
将 该 算法 和 其 他 方法 结合 使 用 ,能 收 到 比较 好 的 效果 . 


35.3 分 枝 定 界 法 


分 枝 定 界 法 是 Land 提出 并 由 Dakin 修正 的 一 种 部 分 枚 举 的 方 
法 .这 种 方法 便于 用 计算 机 求解 ,所 以 成 为 目前 求解 整数 规划 问题 的 
重要 方法 之 一 .分 梳 定 界 法 的 基本 思想 是 根据 某 种 规则 将 原 整数 模 
型 的 可 行 域 分 解 为 越 来 越 小 的 子 区 域 , 并 检查 子 区 域内 整数 解 的 情 
况 , 直 至 找到 最 优 的 整数 解 或 探 明 整 数 解 不 存在 . 


5.3.1 分 枝 定 界 法 的 基本 原理 


为 了 说 明 分 枝 定 界 法 的 具体 步骤 ,首先 来 理解 以 下 几 个 事实 : 

(1) 如 果 求 解 一 个 整数 规划 问题 的 线性 松弛 模型 时 得 到 一 个 整 
数 最 优 解 ,这 个 解 一 定 也 是 整数 规划 问题 的 最 优 解 . 

(2) 如 果 得 到 的 解 不 是 一 个 整数 最 优 解 , 则 最 优 整数 解 的 目标 
值 一 定 不 会 优 于 所 得 到 的 线性 松弛 模型 的 目标 函数 值 . 因此 ,线性 规 
划 松 弛 模型 的 最 优 值 是 整数 规划 目标 函数 值 的 一 个 界 ( 求 最 大 值 为 
上 界 , 求 最 小 值 为 下 界 ). 

(3) 如 果 在 求解 过 程 中 已 经 找到 一 个 整数 解 , 则 最 优 整数 解 一 
定 不 会 劣 于 该 整数 解 . 因此 ,该 整数 解 也 是 整数 规划 最 优 目 标 值 的 一 
个 界 ( 求 最 大 值 为 下 界 , 求 最 小 值 为 上 界 ) 

如 果 用 (LPo) 记 线性 松弛 模型 ,zo 表示 线性 松弛 模型 的 最 优 目 
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标 值 , >; 表示 已 经 找到 的 最 好 整数 解 的 目标 值 ,z "为 原 整 数 规划 的 
最 优 值 ,< 表示 下 界 ,z 表示 上 界 , 则 最 优 目标 值 一 定 满足 以 下 关系 
x= zi 魏 z 委 zo=z=( 求 最 大 值 模型 ) ; 
= zo 三 zx" 太 xz; = 二 z( 求 最 小 值 模型 ). 
分 枝 定 界 法 就 是 不 断 降低 上 界 ,提高 下 界 ,最 后 使 得 下 界 充 分 接 
近 上 界 ,就 可 以 搜索 到 最 优 整 数 解 . 因此 ,分 枝 定 界 法 从 求解 线性 规 
划 松 弛 模型 开始 ,将 线性 松弛 模型 的 可 行 域 分 成 多 个 子 区 域 ,这 一 过 
程 称 做 分 枝 (将 一 个 模型 分 解 成 两 个 子 模型 ) ;通过 求解 子 模 型 找到 
更 好 的 子 模型 的 最 优 解 或 整数 最 优 解 ,算出 其 对 应 的 目标 函数 值 , 比 
较 后 修改 模型 最 优 值 的 上 ,下手 .这 一 过 程 称 做 定 界 .上 述 过 程 就 是 
分 支 定 界 法 的 由 来 .下 面 对 分 枝 定 界 法 的 基本 步骤 进行 简单 的 介绍 : 
考虑 整数 规划 问题 


(IP) maxz = >) ci (5.3.1) 
j=1 


| = bi = 12 ,mm) 
S.t. 


石 040 = 1,2,…,n) 且 部 分 或 全 部 为 整数 . 
(5.3.2) 
(5.3.3) 
计算 过 程 : 
Step1. 首先 不 考虑 整数 约束 , 解 (IP) 的 松弛 问题 (CLP) ,可 能 得 
到 以 下 情况 之 一 : 
(1) 若 (LP) 没 有 可 行 解 , 则 (IP) 也 没有 可 行 解 ,迭代 停止 ; 
(2) 若 (LP) 有 最 优 解 ,并 符合 (JP) 的 整数 条 件 , 则 (LP) 的 最 优 和解 
即 为 (IP) 的 最 优 解 ,迭代 停止 ; 
(3) 若 (LP) 有 最 优 解 ,但 不 符合 (IP) 整 数 条 件 ,为 讨论 方便 ,不 
妨 设 (LP) 的 最 优 解 为 
x OD ,607 ,6 ,by 00) 
目标 函数 最 优 值 为 z'0 .其 中 5671(i=1,2,…,m) 不 全 为 整数 . 
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Step2. 定 界 : 记 (IP) 的 目标 函数 最 优 值 为 >” ,以 zx 习作 为 xz * 的 
上 界 , 记 为 z= z(0) .再 用 观察 法 寻找 (IP) 的 一 个 整数 可 行 解 x ,并 
以 其 对 应 的 目标 函数 值 z 作为 z ”的 下 界 , 记 为 xz=z ,也 可 以 令 
z 三 一 co, 则 有 


zz >” 委 三 ， (5.3.4) 
Step3. 分 枝 :在 (LP) 最 优 解 zx 中 , 任 选 一 个 不 符合 整数 条 件 
的 变量 ,例如 zr = 6; (不 为 整数 ) ,以 [5;] 表 示 不 超过 5; 的 最 大 整数 . 
构造 两 个 约束 条 件 
x, SS [by] (5.3.5) 
和 zr [0]+1 (5.3.6) 
将 这 两 个 约束 条 件 分 别 加 入 问题 (IP) ,形成 两 个 子 问 题 (1Pi ) 和 
(IP,) ,再 解 这 两 个 子 问题 的 松弛 问题 (LP,) 和 (LP2 ) . 
Step4. 修改 上 ,下 界 :修改 界 值 按照 以 下 两 点 规则 : 
(1) 在 各 分 枝 问 题 中 ,寻找 出 目标 函数 值 最 大 者 作为 新 的 上 界 ; 
(2) 从 已 符合 整数 条 件 的 分 枝 中 ,寻找 出 目标 落 数 最 大 者 作为 新 
的 下 界 
Step5. 比较 与 剪 枝 : 各 分 枝 的 目标 函数 值 中 , 若 有 小 于 z 者 , 则 
剪 掉 该 枝 ,表明 该 子 问题 已 经 探查 清楚 ,不必 再 分 枝 了 ;否则 还 要 继 
续 分 枝 . 
如 此 反复 进行 ,一 直到 最 后 得 到 z =z" = 为 止 , 即 得 整数 最 优 
解 及 *. 
例 6. 用 分 枝 定 界 法 求解 下 列 整数 规划 
max z= Sxz1+6xr,, 
Xi+ X26, 
Szl+g9zz 委 45， 
Xl1 ,X21 这 0， 
zlyz2 为 整数 . 
解 Stepl. 求解 该 模型 的 线性 松弛 模型 (LP), 得 到 最 优 值 


z0= 135, 最 优 解 为 zl= 了 ,za= 下 .如 图 5.2 所 示 ， 
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Step2. 因为 该 模型 是 求 最 大 值 模型 ,整数 规划 的 最 优 值 不 可 能 
大 于 zo, 也 不 可 能 小 于 负 无 穷 ,所 以 可 以 令 上 办 = zo = 与 =, 下界 


之 一 一 co. 


Step3. 由 于 此 时 两 个 变量 都 不 是 整数 ,我 们 可 以 从 中 选择 一 个 
变量 进行 分 支 .假定 选 ri ,要 求 zl 变 为 整数 ,由 于 [zi]= | 全]= 2， 
因此 希望 zi 或 小 于 等 于 2 ,或 大 于 等 于 3. 分 枝 后 形成 两 个 子 模型 ， 
子 模型 (LP; ) 由 (LP) 增 加 约束 zi 委 2 得 到 , 子 模型 (LP: ) 由 (LP) 增 
加 约束 zx1 之 3 得 到 .具体 如 下 
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(LP1) max z=5zx1+6x,, (LP;) max z= 5zx1+6x2, 
ZX1+ <6， XxX1+ 6， 
5z + 9x245, S51 + 07245, 
s.t 2, Ss.t. 3, 
x1 ;T1720. 20. 


求解 (LP,) , 求 出 子 模型 (LP;) 的 最 优 值 为 =; = 9 ,最 优 解 为 


zi=2,za = 当 该 解 还 不 是 整数 解 ,修改 上 下 界 z= - oo< = 之 
= 3 ,继续 分 枝 . 由 于 子 模型 (LP,) 中 只 有 zs 取 值 不 是 整数 ,应 对 


Zz2 进行 分 枝 . 分 枝 后 又 形成 两 个 新 的 子 模型 (LP;) 和 (LPs). 子 模型 
(LP;3) 是 由 子 模型 (LP ) 加 上 约束 x, 达 3 构成 的 , 子 模型 (LPs) 是 由 
子 模型 (LPi) 加 上 约束 x; 宇 4 构成 的 , 即 


3| 


(LP3) max z=5x1+6x2, (LPs) max z=5x1+6z, 
ZI 二 ZI<6， X1+ ZX2<6， 
Szi 二 9xza<45， Sxzl+9zz<4S， 
s.l. 4 X12, s.t. 4 X12, 
X73, Xl 之 4， 
x1 220. zi +2 >0. 


Step4. 解 子 模型 (LP, ) 得 最 优 值 为 zx = 33, 最 优 解 为 zt = 3， 
x = 3. 该 解 已 是 整数 解 , 不 需 继 续 分 枝 , 且 新 的 下 界 可 以 计算 如 下 
z= max!z2,z| =max{33, — 0|=33. 


修改 下 界 为 2 = zz=33, 于 是 ==33< zs<z= 了 0 


解 子 模型 (LP; ) 得 最 优 值 为 zx = 28 ,最 优 解 为 z1 =2,zz=3, 该 
解 是 整数 解 ,但 最 优 值 小 于 现 有 目标 值 的 下 界 , 所 以 子 模型 (LP3) 无 
需 继续 向 下 分 枝 . 

子 模型 (LP,) 的 可 行 域 为 三 角形 , 求 得 最 优 值 为 z4 = 33, 最 优 解 


为 xz1= 忆 ,zs=4. 该 最 优 解 仍 不 满足 所 有 变量 取 整 数 要 求 ,但 其 最 
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优 值 z4 <z, 于 是 修改 上 界 为 z= zy=33, 此 时 z=33 太 z* 过 z=33 
即 z=z=xz" ,在 本 例 中 子 模型 (LP,) 不 需 再 进行 分 枝 , 因 为 不 可 能 
找到 比 子 模型 (LP, ) 更 好 的 满足 所 有 整数 要 求 的 最 优 解 . 

于 是 整数 规划 模型 的 最 优 解 为 子 模型 (LP,) 中 得 到 的 最 优 解 ， 
即 zr =3,x2 =3, 最 优 值 为 z ”= 33. 

为 了 更 清楚 地 描述 求解 的 全 过 程 ,我 们 作出 各 子 模型 关系 的 树 
形 图 如 图 5.3 所 示 . 


松弛 模型 (LP0) 


子 模型 (LP;) 


z3™28 
X12 


Xx2 =3 


5.3.2 分 枝 定 界 单纯 形 算法 


求解 整数 规划 的 计算 量 是 非常 大 的 ,如 果 用 单纯 形 方 法 求解 线 
性 松弛 模型 及 各 子 模型 的 最 优 解 ,充分 利用 各 模型 之 间 的 特殊 关系 ， 
保留 更 多 的 信息 ,结合 对 偶 单纯 形 法 ,可 以 大 大 减少 计算 量 .下 面 给 


ZI 
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出 例 6 的 单纯 形 解法 的 详细 过 程 . 
首先 必须 将 (IP) 对 应 的 (LP) 化 为 标准 型 
max z= 5x1+6x,, 
X11+ xXx2+ zx3=06, 
Ss.t. Szit9r2+ .xa = 45, 
Z1 TX2,T3, 4 之 0. 
从 表 5.4 中 得 (LB) 的 最 优 值 x = 二 ,最 优 解 为 m = 卫 ,m= 瑟 ， 
将 (LP1) 化 为 标准 型 
max z= Szx1+6x,, 
XIit xXx2+ .x3=6, 


Sx1 +9zr2+ x4=45, 


S.t 加 + 
Z1yZz2， 23 XT4 25 之 0. 
表 5.4 求 (LP) 的 最 优 解 
x 2 zs x, 

4 1 1 1 0 6 
zs 5 9* 0 1 45 
5 6 0 0 
zh4 全 0 1 -二 1 
x2 言 1 0 二 5 
二 0 0 -所 
| 
| ? ! -六 于 的 

0 0 -车 -十 135 
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为 求 (LP) ) 的 最 优 解 把 约束 条 件 zt + xs =2 放 人 表 5.4 的 最 优 
单纯 形 表 中 , 即 加 入 一 行 和 一 列 , 得 表 5.5, 并 用 初等 行 变换 恢复 原 
单位 列 向 量 , 即 得 表 5.4 中 第 二 个 表格 ,由 基 变 量 zx1,xs 和 zs 所 对 
应 的 表格 中 的 第 一 、 二 ` 五 列 向 量 组 成 单位 矩阵 ,然后 用 对 偶 单纯 形 
法 进行 计算 , 即 得 (LPi) 的 最 优 解 . 


表 5.5 求 (LP1) 的 最 优 解 
六 1 2 Xs x4 | 
Xl 1 0 二 -地 0 2 
X2 0 1 -六 于 0 区 
Xs 1 0 0 0 1 2 
0 0 -于 -于 0 
zl 1 0 全 -地 0 2 
IT2 0 1 - 立 于 区 
Xs 0 0 - 容 地 1 - 亏 
Xl 1 0 0 0 1 2 
X2 0 1 0 言 - 写 
人 
0 0 0 -所 -二 0 


从 表 5.5 得 (LP;) 的 最 优 值 z1 = 2 和 9 ,最 优 解 为 X1=2,X2= 二 
将 (LP, ) 化 为 标准 型 
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max 之 一 Szl 一 0z2， 
Z1ld+TZ2+Zz3 一 0， 
Srzit+9zr,+ ra=45, 
-Xx1+ZXs= ~ 3, 
ZX1, 72 T3154 5 过 0. 
类 似 地 ,把 约束 条 件 -xi+ zxs= -3 放 人 表 5.5 中 的 最 后 表格 ， 
即 最 优 单纯 形 表 中 加 入 一 行 和 一 列 , 然 后 用 初等 变换 恢复 原单 位 列 
向 量 得 表 5.6, 用 来 求 (LP,) 的 最 优 解 . 


表 5.6 求 (LP,) 的 最 优 解 
21 ZX Ty 4 Ts 
. 9 _1l 2 
汪 1 0 4 4 0 4 
5 1 15 
2 0 1 了 了 0 二 
rs -1 0 0 0 1 -3 
15 1 
0 0 本 了 0 
9 上 9 
Xi 1 0 f 4 0 4 
5 1 15 
X27 0 1 4 4 0 4 
9 _L _3. 
Ts 0 0 4 4 1 4 
15 
| ? 0 4 4 0 | 
zx 1 0 0 0 -1 3 
3 0 0 -9 1 一 4 3 
| 
0 0 -6 0 —1 33 
”一 一 
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从 表 5.6 中 得 (LP;) 的 最 优 值 > = 33 ,最 优 解 为 zl = 3,zaz= 


将 (LP;) 化 为 标准 型 
max z= 5x1+6x,, 
Zi+2+Z3 二 0， 
Szl+9zao+Z4=45， 
st. 4X1+ xs=2, 
X2+ Xe =3, 


zz2y L374 L520. 
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3. 


在 表 5.5 中 的 最 后 中 加 入 一 行 和 一 列 ,得 表 5.7, 用 来 求 (LPs) 


的 最 优 解 . 
表 5.7 求 (LP;) 的 最 优 解 
Ts 2 Ty X4 rs 26 
x 1 0 0 0 1 0 | 2 
1 _ 3 35 
2 0 1 0 9 9 0 0 
_1 _4 1 
6 0 1 0 0 0 1 3 
2 5 | 
| 0. 0 0 3 3 0 | 
ri 1 0 0 0 1 0 2 
1 5 35 
x2 0 1 0 了 5 0 9 
1 4 1 
3 0 0 1 -本 -可 0 5 
1 5 _8 
re 0 | 0 0 -a 5 1 5 
2 5 
| 0 0 0 3 3 0 
XI 1 0 0 0 1 0 2 
2 0 1 0 0 0 1 3 
I3 0 0 1 0 -1 -1 1 
4 0 0 0 1 一 一 9 8 
了 
0 0 0 0 -5 -6 28 
1 -一 一 一 一 
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从 表 5.7 中 得 (LP;) 的 最 优 值 xs = 28 ,最 优 解 为 zl=2,zz=3. 
将 (LP4) 化 为 标准 型 
max z= 5x1+6x,, 
Xi1+ x2+ zx3= 6, 
Sxzit9zr2+ x4=45, 
s.t. Xl1+ xs=2, 
一 2 十 6= 一 4， 


Z1yZ2， 3 4 Z5 6 之 0. 


在 表 5.5 中 的 最 后 加 入 一 行 和 一 列 , 得 表 5.8, 用 来 求 (LP4 ) 的 
最 优 解 . 


表 5.8 求 (LP ) 的 最 优 解 
Tl 2 3 Tq Xs Xs 
Xl 1 0 0 0 1 0 2 
Xz 0 1 0 二 -二 0 守 
x3 0 0 1 -下 -可 0 总 
26 0 -1 0 0 0 1 —4 
0 0 0 - 子 - 广 0 
Xl 1 0 0 0 1 0 2 
加 0 1 0 寺 - 言 0 村 
0 
6 0 0 0 -可 - 邱 1 -二 


续 表 
一 
Tl 2 TI3 Xa Xs Xe 
1 
2 _.3 
0 0 0 3 3 0 
1 2 2 
| 1 0 0 5 0 5 5 
XT2 0 1 0 0 0 1 4 
1 
3 0 0 i 0 -1 一 | 
_ 工 -9 1 
Xa 0 0 0 5 1 5 5 
二 一 一 ] 
0 0 0 —1 0 -3 33 


从 表 5.8 得 (LP ) 的 最 优 值 zs =33 ,最 优 解 为 zl = 号 ,za=4， 

用 分 枝 定 界 法 求解 整数 规划 的 最 优 解 时 ,结合 单纯 形 法 和 对 偶 
单纯 形 法 求 得 各 个 模型 与 子 模 型 的 最 优 解 及 最 优 值 ,同时 将 结果 填 
入 图 5.3 的 树 形 图 中 ,就 很 方便 地 得 到 整数 规划 的 最 优 解 及 最 优 值 . 


$5.4 分 配 问题 与 匈牙利 法 


5.4.1 指派 模型 


在 实际 中 经 常会 遇 到 这 样 的 问题 , 某 单位 需要 完成 x 项 任务 ， 
恰好 及 个 人 可 以 承担 这 些 任 务 , 由 于 每 个 人 的 专长 不 同 , 同 一 件 
工作 由 不 同 的 人 去 完成 ,效率 (例如 所 花 的 时 间或 费用 ) 是 不 同 的 .于 
是 就 会 出 现 应 分 配 哪 个 人 去 完成 哪 项 任务 ,使 完成 这 n 项 任务 的 总 
效率 最 高 (例如 总 时 间 最 省 、 总 费用 最 少 等 ). 这 类 问题 称 为 分 配 问 
题 .又 称 为 指派 问题 . 
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设 岗 位 数 (m4) 与 人 员 数 (xn) 相 等 , zj = 1, 表 示 第 i 个 人 做 第 j 
项 工作 ,否则 zj =0. 于 是 指派 模型 为 


(P) minz = >， Dy, 
i1 jl 


> xy = 1(i = 1,2,…,n)( 每 个 人 做 一 项 工作 )， 


2 xs = 10 = 1,2,…,n)( 每 项 工作 有 一 个 人 做 )， 


2 二 0 或 1. 
记 C= (ci;), 为 n 阶 方 阵 , 称 为 指派 模型 (P) 的 效益 矩阵 ;车 zy 
为 (P) 的 最 优 解 , 则 x 阶 方 阵 x = (x5) 称 为 (P) 的 最 优 解 方 阵 .事实 
上 方 阵 x 为 一 置换 方 阵 , 即 该 矩阵 中 的 每 一 行 、 每 一 列 只 有 一 个 
“1". 显 然 , 指 派 模 型 为 运输 问题 的 特殊 情形 . 


5.4.2 匈牙利 法 


解决 指派 模型 的 方法 是 匈牙利 数学 家 康 尼 格 (D. Konig) 首 先 提 
出 来 的 ,因此 得 名 匈牙利 法 (The Hungarian Method of Assignment). 

1. 铭 牙 利 法 的 基本 原理 

匈牙利 法 基于 下 面 两 个 性 质 : 

性 质 5.3 设 一 个 指派 模型 的 效益 和 矩阵 为 (cp). 若 (ci ) 的 第 i 
行 元 素 均 减 去 一 个 常数 起 (=1,2,…,7), 第 j) 列 元 素 均 减 去 一 个 
常数 v(j =1,2,… ,nn), 得 到 一 个 新 的 效益 矩阵 (ci ) ,其 中 每 一 元 素 
0 三 Gj 一 员 4 一 加; 则 以 (ci ) 为 效益 矩阵 的 指派 模型 的 最 优 解 也 是 以 
(ci ) 为 效益 矩阵 的 指派 模型 的 最 优 解 . 

如 果 取 ui(i=1,2,… ,7n) 为 第 i 行 元 素 的 最 小 值 , 设 C 为 矩阵 
C 的 各 元 素 减 去 其 所 在 行 的 最 小 值 ,w (7 = 1,2,…,n) 为 C 的 第 7 
列 元 素 的 最 小 值 , 则 得 到 新 的 效益 矩阵 (cj ) 为 非 负 矩阵 ( 即 所 有 元 
素 均 为 非 负数 ) .性质 5.3 说 明 可 以 通过 求 以 (cj ) 为 效益 矩阵 的 指 
派 模 型 的 最 优 解 得 到 原 指派 模型 的 最 优 解 . 

直观 地 讲 , 求 指派 模型 的 最 优 解 方 阵 就 是 在 效益 矩阵 中 找到 " 
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个 元 素 ,要求 位 于 不 同行 ,不 同 列 上 ,使 这 些 元 素 之 和 最 小 .将 这 z 
个 元 素 所 在 位 置 赋值 为 "1” ,其 他 元 素 均 为 “0” ,就 得 到 最 优 解 方 阵 . 
效益 矩阵 (ci ) 中 最 小 元 素 为 “0", 因 此 , 求 指派 模型 (P) 的 最 优 解 又 
转化 为 在 矩阵 (cy ) 中 找 出 ”个 在 不 同行 .不同 列 上 的 “0 元素, 就 很 
容易 构造 出 最 优 解 矩 阵 . 

性 质 5.4 若 一 方 阵 中 的 一 部 分 元 素 为 0, 一 部 分 元 素 为 非 0， 
则 覆盖 方 阵 内 所 有 0 元 素 的 最 少 直 线 数 恰好 等 于 那些 位 于 不 同行 、 
不 同 列 的 0 元 素 的 最 多 个 数 . 

此 时 有 两 个 问题 : 

(i) 当 效益 矩阵 的 阶 数 x 较 大 时 , 如何 得 知 不 存在 ”个 位 于 不 
同行 .不同 列 的 0 元 素 , 即 如 何 得 知 履 盖 方 阵 内 所 有 0 元 素 的 最 少 直 
线 数 需要 n 条 ? 

(ii 赋予 实 际 背 景 的 指派 模型 总 存在 最 优 解 .因此 任意 一 个 指派 
模型 均 有 最 优 解 , 当 确切 得 知 效益 矩阵 中 不 存在 ”个 位 于 不 同行 、 
不 同 列 的 0 元素 时 ,如 何 进一步 按 性 质 5.3 构造 出 新 的 效益 矩阵 ,使 
位 于 不 同行 .不 同 列 的 0 元 素 的 个 数 不 断 增加 ,直至 达到 ”个 ? 

(1) 为 了 解决 第 一 个 问题 ,我 们 先 引 入 两 个 定义 和 一 些 性 质 . 

定义 5.1 和 矩阵 A = (a;),x; 的 积 和 式 (permutation)per 4 定 
义 为 

per4 = >， Ci A2i 0 其 中 (ii,io,…,i,) 取 遍 (1， 

i) 
2,…,n) 所 有 排列 . 

积 和 式 是 矩阵 的 一 个 重要 参数 ,在 组 合理 论 中 经 常 将 积 和 式 与 
其 他 参数 建立 联系 , 积 和 式 类 似 于 和 矩阵 的 行列 式 ,但 又 有 很 大 的 区 
别 . 行 列 式 的 计算 方法 有 许多 ,但 积 和 式 的 计算 主要 用 拉 普 拉 斯 展开 
法 , 按 某 行 ( 列 ) 展 开 , 直 至 到 2 阶 .例如 ,计算 下 列 3 阶 方 阵 的 积 和 式 
时 , 按 第 一 行 展 开 , 则 转化 为 计算 三 个 2 阶 和 矩阵 的 积 和 式 . 

1 23 5 6 4 6 4 5 
perl4 3 6 -1xper 人 s 0) +2x per(; 9) +3xper， | 
7 8 9 
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=1X(5xX9+6x8)+2x(4xX9+6xX7)+3x 
(4x8+5xX7)=450. 
定义 $5.2 称 DD 为 C 的 补 矩 阵 . 若 C=(c),xn,D= (dj) x; 
满足 


性 质 5.5 设 C 为 指派 模型 (P) 的 效益 矩阵 ,D 为 C 的 补 和 矩阵 ， 
盖 C 中 零 元 素 所 需 最 少 直线 数 为 的 充 要 条 件 为 perD 关 0. 

由 性 质 5.5 得 知 , 当 指派 模型 (P) 的 效益 矩阵 或 由 性 质 5.3 所 得 
效益 和 矩阵 ,其 对 应 的 补 和 矩阵 D 的 积 和 式 perD 天 0 时 ,覆盖 效益 矩阵 
内 所 有 0 元 素 的 最 少 直线 数 需 要 n 条 .因此 性 质 5.5 也 可 以 称 为 效 
益 矩 阵 迭 代 的 终止 条 件 .特别 要 指出 的 是 :当选 代 终 止 时 ,per 和 0， 
且 有 下 列 性 质 . 

性 质 5.6 指派 模型 (P) 最 优 解 个 数 等 于 perD . 

(2) 对 于 问题 (P). 可 以 按 如 下 方法 处 理 . 

. 当 确 切 得 知 效益 矩阵 中 不 存在 ”个 位 于 不 同行 \ 不 同 列 的 “0” 
元 素 时 ,一 定 可 以 用 少 于 ” 条 直线 将 所 有 “0" 元 素 覆 盖 . 在 未 被 直线 
覆盖 的 所 有 元 素 中 , 找 出 最 小 元 素 , 记 为 A; 所 有 未 被 直线 覆盖 的 元 
素 都 减 去 A; 和 覆盖 线 十 字 交 又 处 元 素 ( 即 同时 被 两 条 直线 覆盖 的 元 
素 ) 都 加 上 A 人 ,其余 元 素 不 变 . 

事实 上 ,这 一 过 程 相当 于 将 效益 矩阵 的 每 一 行 的 所 有 元 素 均 减 
去 A, 同 时 将 直线 覆盖 的 行 ( 或 列 ) 上 的 所 有 元 素 均 加 上 A. 由 性 质 
5.3 保证 最 优 解 矩 阵 不 发 生 改 变 , 同 时 ,在 新 的 效益 和 矩阵 中 位 于 不 同 
行 .不 同 列 的 0 元 素 个 数 不 会 减少 ,并 逐渐 增加 到 2. 

2. 钨 牙 利 方法 步骤 

Stepl. 将 效益 矩阵 C 每 个 元 素 减 去 其 所 在 行 的 最 小 元 素 ,在 所 
得 矩阵 中 ,每 个 元 素 再 减 去 其 所 在 列 的 最 小 元 素 , 得 新 的 效益 矩阵 
C.. 

Step2. 构造 效益 矩阵 C 的 补 和 矩阵 DD ,计算 perD. 

Step3. 判断 perD 是 否 等 于 0. 若 是 , 则 转 Step5; 和 否则 , 转 Step4. 
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Step4. 检查 C 的 每 行 、 每 列 , 从 中 找 出 “0" 元 素 最 少 的 一 排 ( 即 
行 或 列 ) ,从 该 排 圈 出 一 个 “0 "元素 , 若 该 排 有 多 个 "07 元素, 则 任 圈 一 
个 ,用 @ 表 示 ,把 刚 得 到 的 @@ 元 素 所 在 行 、 列 划 去 .在 剩 下 的 矩阵 中 重 
复 上 述 过 程 , 直 至 找到 ”个 @ .将 半 个 @ 所 在 位 置 赋值 “1” ,其 他 元 
素 赋值 “0" ,得 到 的 矩阵 就 是 原 指 派 模型 的 最 优 解 矩 阵 . 

Step5. 一 定 可 以 用 少 于 ”条 直线 将 效益 矩阵 C 中 所 有 “0" 元 素 
覆盖 ,在 未 被 直线 覆盖 的 所 有 元 素 中 , 找 出 最 小 元 素 A. 所 有 未 被 直 
线 覆 盖 的 元 素 都 减 去 A; 覆 盖 线 十 字 交 又 处 元 素 都 加 上 A; 其 余 元 素 
不 变 . 得 到 的 效益 矩阵 仍 记 为 C , 回 到 Step2. 

3. 举例 

例 7. 现 有 5 辆 货车 装 货 待 印 , 调 度 员 分 配 5 个 装 印 组 卸货 ,由 
于 各 班 技术 专长 不 同 , 各 班组 所 需 时 间 如 表 5.9 所 示 ,调度 员 应 如 何 
分 配 , 使 所 花 的 总 时 间 最 少 ? 


表 5.9 
oT 
一 组 Bi B, B; B, Bs 
待 卸 车 | 

1 4 5 7 3 6 

2 1 3 5 8 4 

3 2 6 5 7 2 

4 3 5 6 3 6 

5 9 3 4 3 4 
4 5 7 356 
1 3 5 8 4 
解 效益 矩阵 C=12 6 5 7 2 
3 56 356 
9 3 4 3 4 
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Step1 . 
(1) 将 C 每 行 元 素 减 去 该 行 的 最 小 元 素 ,得 矩阵 Ci ; 
(2) 将 所 得 矩阵 Ci 各 列 元 素 减 去 该 列 的 最 小 元 素 ,得 C，. 


4 5 7 3 6|1-3 
1 3 5 8 4|-1 
效益 矩阵 C=12 6 5 7 2|1-2—> 
3 5 6 3 61-3 
9 3 4 3 41-3 
1 2 4 0 3 
0 2 4 7 3 
ci=|0 4 3 5 0|- 
0 2 3 0 3 
6 0 10 1 
-0 -0 -1 -0-0 
1230 3 
0 2 3 7 3 
Cys=I0 4 2 5 0 
0 2 20 3 
6 0 .001 
Step2. 构造 效益 矩阵 Cs 的 补 矩 阵 Di ,计算 perD1. 
0 00 1 0 1000 
1 000 0 
10 0 1 
perDi =perll 0 0 0 1 | ( 按 第 一 行 展开 ) 二 Per | 0 00 =0. 
1 0 0 1 0 0 110 
0 1 1 1 0 


Step3. 由 于 perD 等 于 0, 则 转 Step5. 
Step4, 用 4 条 直线 ( 少 于 5 条 ) 就 可 以 将 效益 矩阵 Cs 中 所 有 
“0" 元 素 覆 盖 ; 四 条 直线 分 别 覆 盖 C, 第 三 行 .第 五 行 .第 一 列 和 第 四 
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列 .在 未 被 直线 覆盖 的 所 有 元 素 中 , 找 出 最 小 元 素 Al = 2. 所 有 未 被 
直线 覆盖 的 元 素 都 减 去 Ai; 覆盖 线 十 字 交 叉 处 元 素 都 加 上 Al ,其 余 
元 素 不 变 .得 到 的 效益 矩阵 记 为 C3, 回 到 Step2. 


10 10 1 
00 171 
Ci=|2 4 2 7 00 
0000 1 
8002 1 
Step2. 构造 效益 矩阵 C; 的 补 矩 阵 D,, 计 算 perD，. 
0 10 10 
0 10 1 
1 10000 | 
1 10 0 
perD=perl0 0 0 0 1| ( 接 第 三 行 展开 ) = per| 1 1 
| 
1 1 1 1 0 | 
0 1 1 0 
0 1 10 0 
1 0 0 1 1 0 
( 按 第 一 行 展 开 )=perl1 1 1i+perll 1 1|=1+3=4 关 0. 
0 1 0 0 1 1 


Step3. 由 于 perD; 不 等 于 0, 则 转 Step4. 

Step4. 检查 Cs 的 每 行 、 每 列 , 第 三 行 中 的 “0 "元 素 最 少 , 只 有 一 
个 ,只 能 选 这 个 0 元 素 , 换 成 四 表示 ,在 C3 中 把 第 三 行 和 第 五 列 划 
去 .在 剩 下 的 矩阵 中 重复 上 述 过 程 ,很 容易 找到 5 个 在 不 同行 ,不同 
列 中 的 四 .将 5 个 @@ 所 在 位 置 赋 值 *1”, 其 他 元 素 赋 值 为 "0”, 得 到 的 
矩阵 就 是 指派 模型 的 最 优 解 和 矩阵 x1. 


1 ©@ 1 0 1 0 10000 
DD 0 1 7 i 100 00 
C=12 4 2 7 @il,x=|I0 0 0 0 1. 
0 0 0 ©@ 1 soo 
8 0 2 1 00 10 0 
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由 性 质 5.6 知 该 指派 模型 有 四 组 最 优 解 . 另 三 个 最 优 解 矩 阵 分 别 为 


000 10 000 10 
10000 10000 
x=10 000 1l,x=|I0 0 0 01|, 
0 1000 00001 
00 100 0 10 .00 
000 10 
0 1000 
xs=10 0 0 0 1|. 
10000 
00 100 


最 优 解 矩 阵 xl 对 应 分 配方 案 :1 印 B，,2 印 B1,3 印 B;,4 纯 
Bs,5 缉 B;, 目 标 值 2=5+1+2+3+4=15. 其 他 最 优 解 所 对 应 的 
最 优 值 都 为 15. 

4. 极 大 化 分 配 问题 

以 上 讨论 仅 限于 目标 函数 为 极 小 化 的 分 配 问 题 .对 于 目标 函数 
为 极 大 化 的 分 配 问 题 


s.t. > zi =1(7= 1,2,.…,m) (5.4.1) 
=1 
可 以 令 
of = Me (i,j = 1,2,,n), (5.4.2) 


其 中 M 是 足够 大 的 正 数 (如 选 cj 中 最 大 元 素 作 为 M 即 可 ). 将 
问题 (5.4.1) 转 化 为 
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r=1(i=1,2 7 ) 
j=1 

SsS.t. Dz; =1 (i = 1,2,.…,n1) (5.4.3) 
-1 


此 时 ,ci 之 0, 可 以 用 匈牙利 法 求解 .该 问题 与 杖 大 目标 蚌 数 的 
原 问 题 具 有 相同 的 最 优 解 ,因为 ,由 式 (5.4.2) 有 


A mm , Im 
7 1 7 ~\ 
之 二 >) 》 Cy Zi 一 一/ > (M 一 Ci ) Ti 
i=1 j=1 


= nM - > Doers. (5.4.4) 


式 (5.4.4) 中 ,nM 为 常数 ,所 以 当 》' > cy zy 取 最 小 时 ， 


j=1 


> Por, 为 最 大 . 

在 实际 工作 中 ,我 们 还 会 碰 到 人 数 小 于 工作 数 或 工作 数 小 于 人 
数 的 分 配 问题 , 称 这 类 问题 为 不 平衡 分 配 问题 . 对 于 不 平衡 分 配 问 
题 , 可 以 依照 运输 问题 中 的 处 理 方 法 ,化 为 平衡 分 配 问题 ,再 按 匈 牙 
利 法 求解 ,这 里 就 不 详 述 了 . 

习 题 

1. 某 市 为 方便 学 生 上 学 , 拟 在 新 建 的 居民 小 区 增设 若干 所 小 
学 .已 知 备 选 校 址 代号 及 其 能 覆盖 的 居民 小 区 编号 如 表 5.10 所 示 、 
试 建立 该 问题 的 整数 规划 模型 . 
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表 5.10 
校 址 代号 小 区 编号 
一 A 1.5.7 了 
B 1,2,5 
( 1.3,5 
已 2,4,5 
I 3,6 
F 4,6 


2. 试 川 制 平面 法 求解 下 列 整数 规划 问题 


(1)max z=7x1+9xy (2)max z= 11r1+4x2 
| 一 2 二 3za<6 | 一 2 十 27zas4 
Ss.t. | Trl + <35S sz +22 妇 16 
S.t. 
trl, 73220 且 是 整数 ; 12 - X24 
,Ti 0 且 是 整数 . 
3. 试用 分 枝 定 界 法 求解 下 列 整 数 规划 问题 
{1)max < =27]+37x2 (2)max z= 40x1+90x» 
(Sr1+ Tx E35 9zl1+722 委 6 
st 4r+92<36 st 17z1+20zs S70 
Li ,Ts 宕 0 且 是 整数 ，; zz20 且 是 整数 . 
4. 试用 匈牙利 法 求解 下 列 分 配 间 题 , 已 知 效益 矩阵 分 别 为 
3 8 2 10 3 
7 9 10 12 
13 12 16 17 3 7 ?3 7 
~ ) 
(1)(e;, = |! 了 (2)(cy ) = 0 4 2 7 5 
‘oT ls 16 14 15 ; 
| 8 4 2 3 5 
il 12 15 16 
9 10 6 9 10 


5. 试 求 下 列 具 有 最 大 利润 的 分 配 问 题 , 如 表 5.11 所 示 . 
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表 5.11 
-一 一 人 人 人 人 人 
利润 Bi B; B; 已 3 Bs 
Ai 3 2 1 3 4 


心 
Ee 
A 
(Co 
TD 
LR 
| 


> 
~ 
en 
人 
CO 
ON 
A 
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第 六 章 动态 规划 


动态 规划 (Dynamic Programming) 是 运筹 学 的 另 一 个 分 支 , 是 解 
决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 一 种 数学 方法 .1951 年 美国 数学 家 贝尔 
曼 (Richard Bellman) 等 人 根据 多 阶段 决策 问题 的 特点 ,把 多 阶段 决 
策 问 题 变 换 为 一 系列 相互 联系 的 单 阶段 问题 , 即 把 一 个 n 维 最 优化 
问题 转换 为 个 一 维 最 优化 问题 来 逐个 加 以 解决 ,与 此 同时 ,他 提出 
了 解决 这 类 问题 的 “最 优化 原理 ” ,研究 了 许多 实际 问题 ,从 而 创建 了 
解决 最 优化 问题 的 一 种 新 的 方法 一 一 动态 规划 . 

动态 规划 的 方法 在 工程 技术 、 管 理科 学 、 经 济 学 .工业 生产 及 军 
事 领 域 中 都 有 广泛 的 应 用 ,并 且 获 得 了 显著 的 效果 .在 管理 科学 方 
面 ,动态 规划 可 以 用 来 解决 最 优 路径 问 题 、 资 源 分 配 问 题 .生产 调度 
问题 .库存 问题 .装载 问题 .排序 问题 .设备 更 新 间 题 .生产 过 程 最 优 
控制 问题 ,等 等 .所 以 动态 规划 的 方法 是 现代 企业 管理 中 的 一 种 重要 
的 决策 方法 ,特别 是 对 于 离散 性 的 问题 ,由 于 解析 数学 无 法 施展 , 因 
此 动态 规划 的 方法 就 成 为 非常 有 用 的 工具 . 

应 该 指出 ,动态 规划 是 解决 某 些 问题 的 途径 和 方法 ,而 不 是 一 种 
特殊 算法 .因此 ,该 方法 不 能 用 一 个 标准 的 数学 分 析 式 定义 的 规划 模 
型 表示 ,而 必须 对 有 具体 问题 进行 具体 分 析 处 理 .读者 在 学 习 时 ,正确 
理解 本 章 的 基本 概念 .方法 且 掌 握 建 模 技 巧 就 显得 十 分 必要 . 

动态 规划 模型 的 分 类 ,根据 多 阶段 决策 过 程 的 时 间 是 离散 的 还 
是 连续 的 变量 ,将 过 程 分 为 离散 决策 过 程 和 连续 决策 过 程 .根据 决策 
过 程 的 演变 是 确定 性 的 还 是 随机 性 的 ,过 程 又 可 以 分 为 确定 性 决策 
过 程 和 随机 性 决策 过 程 , 组 合 起 来 就 有 离散 确定 性 离散 随机 性、 连 
续 确 定性 、 连 续 随 机 性 四 种 决策 过 程 模 型 . 
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36.1 基本 概念 与 基本 方程 


6.1.1 基本 概念 


动态 规划 是 解决 多 阶段 决策 问题 的 一 种 方法 ,作为 引 例 , 先 介绍 
一 个 经 典 的 多 阶段 决策 问题 一 一 最 短路 线 问题 的 求解 . 

例 1. 图 6.1 是 一 个 线路 图 , 连 线 上 的 数字 表示 两 点 之 间 的 距 
离 , 试 找 出 一 点 由 A 到 G 的 最 短路 线 . 


图 6.1 


解 例 1 之 前 , 先 来 了 解 一 些 基 本 概念 : 

定义 6.1( 阶 段 ) 阶段 (stage) 是 指 一 个 问题 需要 做 出 决策 的 步 
数 ,通常 用 来 表示 问题 包含 的 阶段 数 称 为 阶段 变量 . 

用 动态 规划 求解 多 阶段 决策 问题 ,首先 应 将 所 求 问 题 恰当 地 分 
成 车 干 个 相互 联系 的 阶段 ,以 便 能 按 一 定 的 次 序 来 求解 .通常 阶段 是 
按照 总 决策 进行 的 时 间或 空间 的 先后 顺序 来 划分 的 .如 例 1 中 的 最 
短路 线 问题 ,就 可 以 分 四 个 阶段 来 求解 ,上 =1,2,3,4. 由 4 到 (Bi， 
B;) 中 的 一 点 是 第 一 阶段 ;由 (Bi,B2) 中 的 一 点 到 (Ci, Cs,Cs) 中 的 
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一 点 是 第 二 阶段 ,由 (Ci,C;,Cs) 中 的 一 点 到 (DI,D;,) 中 的 一 点 是 第 
三 阶段 ,由 (Di,D;) 中 一 点 到 终点 G 是 第 四 阶段 . 

定义 6.2( 状 态 ) 状态 (state) 是 动态 规划 问题 各 阶段 信息 的 传 
递 点 和 结合 点 ,各 阶段 的 状态 通常 用 状态 变量 s, 来 描述 . 

ss 的 取 值 范围 称 为 状态 的 可 能 集 , 用 Si 来 表示 ,sxE S .如 例 1 
中 ,在 第 三 阶段 时 的 状态 S; 可 取 Ci,C,,C3 三 种 状态 ,此 时 的 状态 
集合 S53= {C1,C,, Cl. 

采用 动态 规划 求解 多 阶段 决策 问题 ,要 求 阶段 状态 应 具有 “无 后 
效 性 ”. 所谓 无 后 效 性 ,是 指 过 程 的 历史 只 能 通过 当前 的 状态 去 影响 
该 过 程 的 未 来 ,当前 的 状态 是 以 往 历史 的 一 个 总 结 ,是 未 来 过 程 的 初 
始 状 态 . 也 就 是 说 :如 果 某 阶段 的 状态 给 定 后 , 则 这 一 阶段 以 后 过 程 
的 发 展 不 受 这 一 阶段 以 前 各 阶段 状态 的 影响 ,而 只 与 当前 的 状态 有 
关 , 与 过 程 过 去 的 历史 无 关 . 例 如 , 例 1 中 , 若 第 二 阶段 的 状态 B; 已 
知 , 则 以 后 的 问题 只 考虑 如 何 从 B, 到 G 的 最 短路 ,至 于 如 何 从 A 
到 B,, 对 以 后 各 阶段 的 选择 无 直接 影响 . 

定义 6.3( 决 策 ) 决策 (decision) 是 指 某 阶段 初 从 给 定 的 状态 出 
发 ,决策 者 面临 若干 不 同方 案 做 出 的 选择 .决策 变量 (ss) 表示 第 上 
阶段 状态 为 % 时 对 方案 的 选择 . 

与 状态 变量 一 样 ,决策 变量 的 取 值 也 有 一 定 的 允许 范围 , 称 为 决 
策 集 合 , 用 Di(w) 表 示 第 & 阶段 状态 5 的 决策 集合 . 如 例 1 中 ,在 第 
二 阶段 时 , Da(Bj)= fc Ca ,D2(B;)={C,, Cat. 

定义 6.4( 策 略 与 子 策略 ) 称 各 阶段 决策 组 成 的 序列 总 体 为 一 
个 策略 . 即 由 第 一 阶段 到 第 = 阶段 全 过 程 的 决策 所 构成 的 任 一 可 行 的 
决策 序列 , 记 为 pi,, (si1) 或 简 记 为 pi.,, 即 pi,, = pi,n (51) = 
las ;wz(52),… ,Us(s,) | 为 一 个 策略 (policy), 从 某 阶段 开始 到 
过 程 最 终 的 决策 序列 称 为 子 过 程 策略 或 子 策略 (subpolicy). 如 从 第 
阶段 到 第 nn 阶段 的 子 策略 简 记 为 pe,, 即 pa, = {us (sx)， 
Up#1 (Sar1) sr Un(sn)l ,k=1,2,. ,7. 

例 1 中 ,1A4,Bi,Ci,Di,G1| 是 一 个 策略 ,而 {Ci,Di,G| 则 是 全 
过 程 的 一 个 子 策略 . 
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在 实际 问题 中 ,可 供 选 择 的 策略 有 一 定 的 范围 ,该 范围 称 为 允许 
策略 集合 ,用 Pi,, 表 示 . 同 样 , 子 策略 也 有 一 定 的 范围 ,该 范围 称 为 
允许 子 策略 集合 ,从 第 & 阶段 到 第 ”阶段 的 子 策略 集合 用 户 ., 表 示 
从 允许 策略 集合 中 找 出 的 最 优 效 果 的 策略 ,就 称 为 最 优 策略 , 记 为 
pran= Pin(s1)= {ur (51) ,47 (52) ,7 ,uy (s,)1. 称 由 第 & 阶段 到 
第 4 阶段 的 最 优 策略 为 最 优 子 策略 , 记 为 pz,，,, 即 Ps = {uk Cs)， 
MRITCS su (ss, )!. 

由 后 面 例 2 可 知 例 1 中 最 优 策略 为 p74 = | A,Bi,C2,D,;,G|， 
而 1B1,Czs,D;,G1 为 最 优 子 策略 . 

定义 6.5( 状 态 转 移 ) 从 xx 的 某 一 状态 值 出 发 , 当 决 策 变 量 
us (54) 的 取 值 决定 后 ,下 一 阶段 状态 变量 5; ;的 取 值 也 就 随 之 确定 ， 

显然 ,下 一 阶段 状态 s43; 的 取 值 是 上 一 阶段 决策 变量 ui( si) 的 
阔 数 , 记 为 501= 了 TCspy (54)) 或 5141 二 了 (sp, 4), 状态 转移 的 过 
程 描述 也 称 为 状态 转移 方程 . 

例 1 中, 易 知 状态 转移 方程 为 :syi= 以: 

常见 的 状态 转移 方程 可 以 分 成 两 种 类 型 :确定 型 和 随机 型 .由 此 
形成 确定 型 动态 规划 和 随机 型 动态 规划 ,这 里 主要 研究 确定 型 动态 
规划 . 

定义 6.6( 指 标 函 数 和 最 优 值 函 数 ) ” 若 第 有 阶段 的 状态 为 5 ， 
采用 子 策略 po,(s0) = ur(ss),… ,ws(5s)1, 则 从 第 阶段 到 第 
阶段 获得 的 效益 称 为 指标 函数 , 记 为 Vi,,. 即 

Ves = Ven(Ses URS SR URIs Shs Uk) = Vin( Sk Ph,nl $k)) 

= wel sk UF) DO wp (Spt1 UE HI) ON Ow sn un) 
由 于 sa = Ti(sp; wx), 则 
Vie, = Van (Sey Wes satis Ugt1s Shs Ug) 

= VC ps 

= wa (Sa Ue) Ow srs Ut) OO ww (sn un) 

k=1,2,."…,n. 
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其 中 :ws(s at) 为 第 & 阶段 状态 为 %, 当 决策 变量 为 由 (sx ) 后 反映 
这 个 局 部 措施 的 效益 指标 , 称 ws = wi( sx, us) 为 权 ( 或 阶段 指标 函 
数 ). 中 表示 加 法 或 乘法 运算 . 

显然 指标 函数 具有 可 分 离 性 , 即 有 WA (se uk ser1 Sn+11) 二 
we Sky UE) OO Var sr 亦 即 Vi 可 以 表示 
为 ,wiiy 的 函数 , 记 这 一 图 数 为 qr, 便 有 Vi = 9 (sk uk， 
wii,) 且 函数 gi 在 权 w 宇 0(7 = 上 &,… ,7 ) 的 前 提 下 是 关于 V41.,， 
单调 的 . 

指标 函数 的 最 优 值 称 为 最 优 值 函 数 , 记 做 六 Cs) =， Qpk 
1 Ves(sao pe.n( st))1 大 (s) 表 示 从 第 大 阶段 的 状态 出 发 ,采用 
策略 P.,(s4) ,到 过 程 结束 所 获得 的 最 优 指标 函数 值 .其 中 :Opt 是 
最 优化 (optimization) 的 缩写 ,在 求解 实际 问题 时 可 以 由 问题 要 求 而 


取 min 或 max. 
6.1.2 基本 方程 


多 阶段 决策 过 程 的 特点 是 每 个 阶段 都 要 进行 决策 ,n 阶段 决策 
过 程 的 策略 是 个 相继 进行 的 阶段 决策 构成 的 决策 序列 .前 一 阶段 
的 终止 状态 又 是 后 一 阶段 的 初始 状态 ,因此 ,阶段 & 的 决策 直接 影 
响 到 后 继 阶 段 的 决策 . 

于 是 ,确定 第 阶段 的 最 优 决策 时 ,不 仅仅 是 考虑 本 阶段 效益 
最 优 ,而 且 重 要 的 在 于 要 考虑 本 阶段 及 其 所 有 后 续 阶 段 的 总 体 效 益 
达到 最 优 . 

R. Bellman 深入 研究 了 多 阶段 决策 过 程 ,根据 其 特点 提出 了 著 
名 的 解决 多 阶段 决策 问题 的 最 优化 原理 . 

定理 6.1( 最 优 性 定理 ) 对 阶段 数 为 n 的 多 阶段 决策 过 程 , 设 
其 阶段 编号 为 =0,1,…,n 一 1, 则 允许 策略 pe -= (uo ,uy ，…， 
ww*_1) 是 最 优 策略 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 个 ,0<k<n-1 和 
soE So, 有 

Vo,n-1(50, po0,n-1) = Opt ,| Von-1(so, po,k-1) + 


Po,p-1€ Fo 


第 六 章 动态 规划 159 


Opt V, ,i($, 二 6.1.1 
pe 5 Eun-l1(k, ph,n-1) ( ) 
其 中 ， Pon-1= (por-ir pan-1)s = Ti1(sp-1 Us-1),34 是 


由 绢 人 定 的 初始 状态 态 so 和 子 策略 po ; -1 所 确定 的 第 阶段 状态 . 
证 必要 性 . 设 po,, -1 是 最 优 策略 , 则 
Ves-i(so, po )= | OpPt Von-i( so po,n-1) 


= OP {Voilso, Por-1(30)) + 
于 一 -1 520 


TV (6.1.2) 

但 是 对 于 从 《至 nn 一 1 阶段 的 子 过 程 而 言 ,其 总 指标 取决 于 过 

程 的 起 始点 到 = Ti-1(54-1, wk-1) 和 子 策略 pi,,-1, 而 这 个 起 始 状 

态 六 是 由 前 一 段子 过 程 在 子 策略 po,; -1 下 确定 的 .因此 在 策略 集合 

zo.，1 上 求 最 优 解 ,等 价 于 先 在 子 策略 集合 和 1(2) 上 求 最 优 解 ， 

然后 再 求 这 些 子 最 优 解 在 子 策略 集合 Po,-1(s0o) 上 的 最 优 解 . 故 式 
(6.1.2) 可 以 表示 为 


Voa-i(s0 p01) = ,OPE 1 ,OP [Yarisa， 
Por-1)+ Ven 1a pe.n-1))| (6.1.3) 
但 式 (6.1.3) 右 端 括号 内 第 一 项 与 子 策略 集合 pi,, -1 无 关 , 故 
得 
Vo,n-1(s0, po,n-1) = Opt | Vos-1(50, Por-i1) + 
po p41EP 1(s0) 
Opt VC (6.1.4) 


委 1 Pn-1( 
充分 性 . 设 po,s-1 = (poe-l， pr,n-1) 为 任 一 策略 , 5 为 由 
(so, po,s-1) 所 确定 的 第 阶段 的 起 始 状态 . 则 有 
VC， 1) < Opt Vi, m1( Sp, Pk, n-1) (6.1.5) 


py 1 EP (i) 
这 里 记号 “入 "的 含义 是 : 当 Opt 表示 max 时 就 表示 “二”, 当 Opt 表 
示 min 时 就 表示 “ 守 ”. 因此 式 (6.1.3) 可 以 表示 为 
Vo i( so po.n1) = Vopi(sos Pos-1) + Van-i( Bk, pe,n-1) 
< Vo,s-1(s0s po,s-1) + Opt 


Prien- EP ,ni(i) 
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Vn-1(Bks pesn-1) 


< Opt | Vop-i(s0; pos 1) + 
Po,n-1€ Po,u-1(0) 
Opt Ven 1 (Bk, peen-1)| 
Dip-1 EE Psnl (Hi) 


设 po.,-1 满 足 式 (6.1.3), 结 合式 (6.1.4), 于 是 上 式 右 端 就 是 
Vo.s-1(50;pP0,n-1): 即 对 任 一 策略 po,,-1, 都 有 Vo,, -1(s0, Po,n-1) 
荆 Vow-1C301po,n-1); 因 此 ,po,,-1 是 最 优 策略 .证 毕 . 

推论 6.1( 最 优 性 原理 ) 若 允 许 策略 p60, -1 是 最 优 策略 , 则 对 
任意 的 &,0<k<n 一 1, 所 论 过 程 的 子 策略 pj,-1; 对 于 以 sx = 
Ti_1(sR-1;U-1) 为 起 点 的 有 到 一 1 子 过 程 来 说 , 必 是 最 优 策略 ， 
简 言 之 ,一 个 最 优 策略 的 子 策略 总 是 最 优 的 . 

证 用 反 证 法 . 设 2 ，1 不 是 最 优 策略 , 则 有 

TGS PR.n-1) < Opt Ven-1( SE PT) 


Pin EE Pm) 
这 里 记号 “< "是 : 当 Opt 表示 max 时 就 表示 “< ”, 当 Opt 表示 min 
时 就 表示 ”> ,因而 
Voni(so poe) = Vogl Sos po-1) + Vin-i(Sk ， 记 ea-1) 


< Vor-i(so, Po,t-1) + Opt Vocal pr,n-1) 
(1) 


所 SR 
> | 
< Opt | Vo,p-1(s03 po-1) + Opt Ve,n-i(SE, Pesn-t)). 
Pon 1€ Fo -tls0) Pp 1E Pn) 


这 与 定理 6.1 的 必要 性 矛盾 , 故 px ,1 是 最 优 策略 . 
定理 6.1 是 动态 规划 的 理论 基础 ,根据 定理 6.1 写 出 的 计算 动 
态 规划 问题 的 递 推 关 系 式 称 为 动态 规划 的 基本 方程 . 


(1) 当 Ve, 三 Zwilsis us) 时 ,有 
fi(sg) = Opt wal se» ui) 十 frri(se+r1)!. 


(2) 当 Vi,, = ]] was) 时 ,有 


Cs ) = OP er sts wa) ~ frri( Seer}!. 
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作为 动态 规划 的 数学 模型 除 基 本 方程 外 还 包括 边界 条 件 . 所谓 
边界 条 件 , 是 指 上 述 两 式 中 当 衣 =n 时 ,了 41431(5,11) 的 值 , 即 问题 从 
后 一 个 阶段 向 前 逆 推 时 需要 确定 的 条 件 . 边 界 条 件 f, ,1(5, ,1) 的 值 
要 根据 问题 的 条 件 来 决定 ,一 般 当 指标 消 数 是 各 阶段 指标 应 数值 的 
和 时 , 取 /ii)=0; 当 指标 函数 值 是 各 阶段 指标 函数 值 的 乘积 
时 , 取 far sn + 1) =1. 

在 实际 问题 中 ,用 动态 规划 求解 多 阶段 决策 问题 时 , 先 要 利用 最 
优化 原理 建立 动态 规划 的 基本 方程 ,然后 再 由 递归 方程 求 出 最 优 决 
策 . 其 过 程 一 般 包括 : 

(1) 将 问题 的 过 程 划 分 成 恰当 的 阶段 ; 

(2) 正确 选择 状态 变量 ;, ,使 s; 既 能 描述 过 程 的 演变 ,又 要 满 
足 无 后 效 性 ; 

(3) 确定 决策 变量 wu 及 每 个 阶段 的 允许 决策 集合 Di (ui ); 

(4) 正确 写 出 状态 转移 方程 $11 = T(s ,wi), 建 立 递 妇 方 程 ; 

(5) 利用 动态 规划 基本 方程 求 出 最 优 目标 效益 了 苹 数 及 最 优 决 


注 :应 用 动态 规划 方法 求解 问题 时 注意 以 下 两 点 : 

(1) 将 多 阶段 决策 过 程 划分 为 个 阶段 ,恰当 地 选取 状态 变量 、 
决策 变量 ,定义 最 优 指标 函数 ,从 而 把 问题 化 成 一 族 同类 型 的 子 问 
古 ,然后 逐个 求解 . 

(2) 求解 时 从 边界 条 件 开 始 , 逆 过 程 方 向 行进 , 逐 段 递 推 寻 优 . 
在 每 一 个 子 间 题 求解 时 ,都 要 使 用 该 子 问题 前 面 已 求 出 的 子 间 题 的 
最 优 结果 ,最 后 一 个 子 问题 的 最 优 值 就 是 整个 问题 的 最 优 值 . 


$6.2 动态 规划 的 求解 


6.2.1 逆序 解法 


车 求解 过 程 是 由 最 终 阶 段 推 至 最 初 阶段 ,这 种 递 推 法 称 为 道 序 
解法 ,逆序 解法 可 由 以 下 的 递归 方程 
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fess) = Optl wel se ue)O frstri)| 
以 及 终端 条 件 
Co) = ps (9 为 已 知 函 数 ) (6.2.1) 

递 推 求解 .其 中 六 =n,n 一 1,…,2,1. 

用 逆序 解法 求解 的 计算 步 又 是 : 先 利 用 终端 条 件 从 最 终 阶 段 开 
始 , 由 式 (6.2.1) 自 后 向 前 递 推 , 求 出 各 阶段 的 最 优 决策 和 最 优 值 函 
数 , 最 后 计算 出 户 (si) 便 得 到 最 优 决策 序列 jar se)1xE Se,k=1， 
2,…,n|] ,再 由 状态 方程 si = Ts ), 从 &=1 开始 由 前 向 后 
确定 sx . 

县 体 如 下 : 设 已 知 初始 状态 为 s1 ,并 假定 最 优 值 函数 f(s4) 表 
示 初 始 状态 为 si ,从 第 & 阶段 到 第 n 阶段 所 得 到 的 最 大 效益 . 

从 第 ， 阶段 开始 , 则 有 

人 

其 中 ,D,(s,) 是 由 状态 s, 所 确定 的 第 ”阶段 的 允许 决策 集合 . 
解 此 一 维 极 值 问题 ,就 得 到 最 优 解 u;= x* (5 ) 和 最 优 值 六 (3 ). 
要 注意 的 是 , 若 D, (sw ) 只 有 一 个 决策 , 则 uw E€ D, (5,) 就 应 写成 
Un = Un (sn ). 

在 第 n -1 阶段 ,有 

fa-1(sn-1) = max Dnt Cs nt)O Fasn)] 


WE DS, 
其 中 ,s* = T,_1(5,-1,4,-1), 解 此 一 维 极 值 问题 ,得 到 最 优 解 
un 二 ui(s,-1) 和 最 优 值 fai1(sn-1). 
fa-1( sa-1) 一 enax wn (Sas tn-1)O fas )] 
在 第 阶段 ,有 
fi(ss) = max [wel sk» ue)O fari( str1)] 
其 中 ,= Ti (sp, ui ), 解 得 最 优 解 wx = ux (sx) 和 最 优 值 


frlse). 
依 此 类 推 ,直到 第 一 阶段 ,有 
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f1(s1) = max [wi(s1, 41)O f(s2)] 


其 中 ,sz = Ti(s1, ur ), 解 得 最 优 解 ui = ui(s1) 和 最 优 值 
f1(s1). 

由 于 初始 状态 si 已 知 , 故 wu? = wu? (s1) 和 /1(s1) 是 确定 的 ,从 
而 sy = TI(s1,u? ) 也 就 可 以 确定 .于 是 wz = xz (sz) 和 户 (s) 也 就 
可 以 确定 ,这 样 ,按照 上 述 递 推 过 程 相反 的 顺序 推算 下 去 ,就 可 以 逐 
步 确定 出 每 阶段 的 决策 及 效益 . 

逆序 解法 的 示意 图 如 图 6.2 所 示 . 


状态 转移 方向 计算 方向 
决策 ul Uk Un 
状态 si S2 Sk Sk+1 Sn Sntl 
or 无 oa 
效益 wi(s1 ,M1) Wi {Sk ,Up) WanlSn ,Un) 
图 6.2 


例 2. 用 动态 规划 中 的 逆序 法 求解 例 1. 

解 ”本 题 可 以 看 做 一 个 多 阶段 决策 问题 (a = 4) ,第 一 阶段 只 有 
两 个 状态 , 即 点 Bi ,B2; 第 二 阶段 有 三 个 状态 , 即 C1,C2,C3; 第 三 阶 
段 有 两 个 状态 , 即 Di , Ds; 第 四 阶段 有 一 个 状态 , 即 G. 记 最 优 值 函 
数 为 f(s ) ,决策 变量 为 ui (si) ,第 阶段 是 状态 为 s; ,决策 变量 为 
us (ss ) 下 的 指标 值 wa(sasukp)《( 这 里 指标 值 即 为 从 点 5 到 点 ui (54) 
As 1i 的 弧 的 路 长 ). 用 逆序 法 ,其 递归 方程 为 

大 (Cs) = min | wa ( se» i) + frrl(sari)l,k = 4,3,2,1 


终端 条 件 为 fs(G)=0 
于 是 当 k =4 时 fa(D1)=4+0=4,f4(D2)=4+0=4 
k=3 时 f3(C1)=6+ fa(D2)=6+4=10,f3(C;3)=6+ 
f(Ds)=6+4= 10, 
上 
4+ 六 CD)) 


5+4 
4+4 


f3(C2) = mn 
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(ua( C3) = D,) 


一 nn 


14+ f3(C1) 
k=2 所 2.(B;)= mi 
二 /2(B1) win) 


(uCB1)= C,) 


| 
=11 
3+8 


72\ 82 nn 4+ 六 (CI = min 4+10 = 
(ua( Bs)= C,) 
3+ fa(B1) 3+11 
k=1] 奈 pt 三 1 二 1 二 
二 f(A) aa min | 


(er(4)= 了 1) 

所 以 最 优 策略 为 1ur (A)= Bi,u2? (Bi)= C2,u3 (Cs)= D;, 
u4《D;) = G1, 最 短路 长 为 14. 

例 3. 用 动态 规划 中 的 逆序 法 求解 规划 问题 

max z = Xx}rixrs 

XIA2+ X36 
{2 其 中 cc 宇 0 (j= 1,2,3) 

解 ”用 逆序 解法 求解 . 按 问题 中 变量 的 个 数 划 分 阶段 ,把 该 问题 
看 做 一 个 三 阶段 决策 问题 . 记 状 态 变量 为 sl,sz,si,s4,s 表示 从 第 
阶段 到 第 n 阶段 的 资源 量 ,k=1,2,3,4. 取 问题 中 的 变量 zl,zz,z3 
为 决策 变量 ;最 优 值 聘 数 为 f(s4) (fi(si) 表 示 第 & 阶段 处 于 si 状态 
下 ,从 第 上 阶段 到 第 3 阶段 结束 得 到 的 最 大 值 ). 

状态 方程 为 5.41= sp 一 Xk 有 ==3,2,1,s1=c. 

人 允许 决策 集 D3(s3) = { 工 3 | xz;= 5 ;Da (sy ) = {x210 志 ;所 
sl ;DI(s1)= zl0 委 zi 委 s1=c 
当 有 &=3 时 ,有 f3(53)= max{ zal = 53, 最 优 决策 为 zy = 53. 


当 有 =2 时 ,有 f2(52)= max {zx273(s3)] = max fr2(s2 一 )}, 解 
得 zs= 分 sz 为 极 大 值 点 ,所 以 最 优 决策 zy = 委 2, 这 时 


4 
f2(52) = 
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当头 = 1 时 ,有 /1(s1) = max { xz 《sa ) = ax 


1 1 1 


4 3 Lo xx 上 
元 2105 221) , 解 得 XI = 子 = 疙 ， ;所 以 (CsD)= 区. 进 进而 有 


f3(s3) = 6 
> ee 
即 最 优 解 为 rr = ,x2 二 与 ,zy = 人 ,最 大 值 为 rwx= 二 7 


6.2.2 顺序 解法 


若 求解 过 程 是 从 最 初 阶 段 推 至 最 终 阶 段 , 即 寻 优 过 程 与 阶段 进 
展 的 顺序 一 致 的 求解 过 程 ,这 种 推 法 称 为 顺序 解法 .顺序 解法 可 以 由 
下 列 递归 方程 

人 几 (s%) = OPE Cts 2) O fai( set) (0.2.2) 

始 端 条 件 f1(51)= p(s1)( 这 时 9 为 已 知 函 数 ) 递 推 求解 .k=1,2， 

这 里 fi(5i) 为 从 状态 Si; 到 状态 5 的 最 优 函 数 ;ui 为 第 & 阶段 
来 处 于 状态 对 该 状态 作 选 择 的 决策 变量 . 

用 顺序 法 求解 时 ,计算 步 又 是 : 先 由 始 端 条 件 从 最 终 阶 段 开 始 由 

臣 (6.2.2) 自 前 向 后 递 推 , 求 出 各 阶段 的 最 优 决策 和 最 优 值 函 数 , 最 

后 算出 fi41(s4141), 便 得 到 最 优 策略 序列 {uk (xscSSe,R=1， 

2,… ,nj ,再 由 状态 方程 = Ti(sp41,u#) 从 k=n+1 开始 自 后 癌 


前 确定 sx . 
具体 如 下 ;从 第 一 阶段 开始 ,有 


fi(s2) = max rwi(s1, 11) 
Di ) 


其 中 ,s? = 了 (sa,zxr ), 解 得 最 优 解 ar = ur (sz) 与 最 优 值 六 (s>) 


第 二 阶段 ,有 
f1(52) = max wa(s2, 42) © f1(32)] 
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其 中 ,sy = 了 ,(s3,u2 ), 解 得 最 优 解 u2 = u2 (s3) 与 最 优 值 f(s;). 
依 此 类 推 ,直到 第 :阶段 ,有 
f(su11) = Day, {fw (sn) Un) ©O fi sn,)! 


其 中 ,六 = T,(5411 wu ), 解 得 最 优 解 wu = us (sa11) 与 最 优 什 
Cs) 

由 于 终止 状态 w+; :是 已 知 的 , 故 由 = 由 (1) 与 六 (as 11) 是 确 
定 的 .再 按 计算 过 程 的 相反 顺序 推算 上 去 ,就 可 以 逐步 确定 出 每 阶段 
的 决策 及 效益 . 

顺序 解法 的 示意 图 如 图 6.3 所 示 . 


-人 二 
sl ， 上 a [| 加 | ,| Snrl 
效益 wi(si ,1) W (SEs UR) WaSn Un) 
图 6.3 


例 4. 用 顺序 法 求解 下 面 问题 
max > = ZI23 
XIi+ Xx 2+x3= C (c>0) 
Yr 1 0 (; = 1,2,3) 
解 设 ::=c, 令 最 优 值 函数 f(s411) 表 示 第 阶段 末 的 结束 
状态 为 5; ,1, 从 第 1 阶段 到 第 阶段 的 最 大 值 . 设 ss ezli=sli 
33+ T= 53,0RTR3;53 + X13= 54= cc0 委 z3 入 54. 


当 k=1 时 , /1(52) = max| zil = s2 ;最 优 解 为 zxY 二 32 . 


当 有 &=2 时 , f(s3) 一 ,Daax 和 (Cs 一 Max {zr3(s3 — x2)) = 
nt 3 


郊 习 ,最 优 解 为 z2 = 
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当月 = 3 时 , f;3 (54)= oa {xz3f2 (sa)} = Dax 


3 4 


二 壤 (54 一 za)"|= 击 叶 ,最 优 解 为 x? = 十 5 


由 已 知 s4=c, 故 易 得 最 优 解 为 z” = 二 cz = 方 c,zx3 = 二 c. 相应 


的 最 大 值 为 zam = 商人 
$6.3 多 维 动态 规划 


上 述 讨论 的 问题 仅 有 一 个 约束 条 件 ,对 于 具有 多 个 约束 条 件 的 
题 ,同样 可 以 用 动态 规划 方法 求解 ,但 这 是 一 个 多 维 动态 规划 问 


题 ,解法 比较 繁琐 . 
考虑 数学 规划 问题 
max z 一 Dg,) 
{~ (i = 1,2,.…,7) 
S.t. 
zi 之 0 (7 二 1,2,.…,n) 


对 该 问题 , 仍 可 以 划分 为 n 个 阶段 , 仍 取 wi (ui = zi ) 为 第 k& 阶 
段 的 决策 变量 .但 对 每 一 个 约束 条 件 , 都 要 用 一 个 状态 变量 Si (i = 
1,2,… ,71) 来 描述 ,共有 m 个 状态 变量 , Si 表示 在 第 i 个 约束 条 件 
中 ,从 第 & 阶段 至 第 阶段 可 供 分 配 的 数 , 则 状态 方程 为 

Sj; p41 = Sip — aipur(i = 1,2,°,m); 


允许 决策 集合 为 
Slk 5 Sy 
Di (sips Sok ss Smk) 二 Uk 1 0 委 ur SR min 2 | 
Qlk G2k Gk 
允许 状态 集合 为 


Sx = |ss 10 so = 1,2,. ,7). 
Si = 00 = 1,2,.…,m). 
设 最 优 值 聘 数 f(s1 ,524，… ,sm ) 表 示 从 第 阶段 到 第 ”阶段 


168 - 运筹 学 理论 基础 
者 标 函数 的 最 优 值 . 则 逆序 递 推 方程 为 


fil sigs SS max {gs (ug) t+ frr (strl, 
rE Ds sa Sk) 


Sat29 Ts Sktm)!. 
边界 条 件 为 广 (sinii952.n419 =0, 再 用 递 推 方法 
求解 . 
例 S. 用 动态 规划 方法 求解 
max z= 8Zzi 十 77z2j 
27z1+z2< 扫 8 
Ss.t. 5zi1 十 2x; 信 15 且 xi, 为 整数 . 
zlyZ2 之 0 
解 ”用 逆序 递 推 法 求解 ,分 两 个 阶段 , 即 上 = 1,2, 决 策 变量 为 
ZX1;T2, 状 态 变 量 5 ,vw 分 别 表示 从 第 &A 阶段 至 第 二 阶段 第 一 、 第 二 
约束 可 供 分 配 的 右 端 数值 .于 是 当 &=2 时 ,有 


0 [ 呈 ]| 


(soa) = max {7x21 = Tmin 
TI 


UC, /2 


x, 友 整数 
2 二 min La, 下， 
当 &= 工 时 ,有 
(soi) = mex, {8x + f2(51 2X1, V1 5zx1)1, 
0E ro 
71 取 整数 


而 si=8,zi=15, 因 此 
/1(8,15) = ,Dax, {8xz1 + 7min([8 — 2zxr1],[(15 — 5z1)/21)}, 


Ox, E15/5 


z 到 整数 
- - ， 15 
由 于 0 委 zi 委 min [号 ],[ 区 ]| = 3 ,四 而 
(8,15) = max, [8z) + 7min([8 — 2zx11,[(15 -5x1) 72))} 


二 max {8z1 + 7[(15 一 5x1)/2]| = 49,zi = 0. 
23 


z= 0.1 
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再 回 代 求 最 优 策略 ,由 =8,vi=1ls,zr=0 得 


2 31 一 2.zi 二 8， ZJ2 一 Z) 一 Si 二 15S， 


所 以 x =min|[s2], [ 详 ]| =min|[8]， | 这] | 三 7. 
因此 最 优 解 为 z? =0,zy =7, 最 优 值 为 =， =49. 

我 们 再 来 看 一 个 二 维 问 题 一 一 二 维 背 包 问 题 .所 谓 二 维 背包 问 
题 是 指 除了 对 背包 的 重量 不 能 超过 a 千克 这 一 限制 外 ,还 加 上 对 背 
包 的 体积 的 限制 .再 假设 一 件 第 ; 种 物品 的 体积 为 5 立方 米 , 而 要 
求 背包 的 总 体积 不 能 超过 2 立方 米 .问题 的 模型 为 


max z = Dex 
j=1 
县 
2 aj Ea 
了 一 
此 
s.t 
bro 


zj 宇 0, 且 为 整数 (j 一 1,2,.…,n) 


大 
令 gi(T,Y) = ， max 和 cixi (k= 1,2,.,7) 
并 1 


人 0 要 数 (j=.2.70 
因而 g, (a ,2) 即 为 所 求 . 
下 面 举 例 说 明 求 解 二 维 背 包 问 题 的 方法 . 
例 6. 设 有 一 二 维 背包 问题 ,其 中 
1 =2,clj=2,c=3ia=12,al=3,az=4;0=10,01=1,02=5. 该 问 
题 的 数学 模型 为 
max zx 一 221 十 3z2 
3zl+4z2z 委 12 
s.t - +Sz 委 10 
Xl 守 0,x2z 之 0, 且 为 整数 . 
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解 ” 用 动态 规划 方法 ,该 问题 变 为 求 ga (12,10). 下面 计算 
g2(12,10) 的 值 
g2(12,10) 


ll 


max (2zi + 3x2) 
3x,+47,S12 一 
z+57, E10 


工 | 之 0.7, 之 0, 且 为 整数 


= max (2x1 + 3x2) 
3x1 <12-47, 
zj 10- 537 

| 之 0.x; 之 0, 且 为 整数 


= max max (2z; + 3x2)| 
12-472 之 0 3z1 安 12-472 
10-57x,20 TIS10-57, 


>>0. 晶 为 整数 xi1>0,72>, 且 为 整数 


二 max 3xz7+ max 
12-4x, 之 电 351 E12-47, 
10-5x, 0 TiSE10-5x, 


zz 关 0. 且 为 整数 


= max 3z， + g1(12 - 4zx2,10 — 5z2) | 
12-44, 之 0 
10-5z?20 
Eee 且 为 整数 


一 max [3x2 + &I(12 -4za,10 一 5zx2)| 
志和 
= maxlgli(12,10),3 + g1(8,5),6+ g1(4,0)1 
这 里 x;=0 时 ,对 应 的 是 g2(12,10); x2 二 1 时 ,对 应 的 是 3+ g1(8， 
5);x2=2 时 ,对 应 的 是 6+ g1(4,0). 进 而 计算 
g1(12,10)= ,, Enax 2zx1 


TIS10 
| 之 0, 且 为 整数 


二 
xz 为 整数 
=8 (zl=4) 
这 里 ,zi=4 即 指 当 只 装 第 一 种 物品 ,使 得 总 重量 不 超过 12 ,总 体积 
不 超过 10 时 ,最 大 收益 为 8, 相 应 的 第 一 种 物品 的 数量 为 4. 
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g81(8,5)= max 2z1 = max2zl=4 (xi = 2) 
371 8 0 委 z1 委 2 
SS | 为 整数 
| 之 0, 且 为 整数 
g1(4,0)= max 2z1 = 0 (zx! = 0) 
x Lo 
7 之 0. 且 为 整数 


于 是 有 g2(12,10)= max{g1(12,10),3+ g1(8,5),6+ gi1(4,0)| 

=maxl8,3+4,6+01=8 (xi=4,zx;=0) 
最 优 方案 为 :+7? =4,zz =0, 即 第 一 种 物品 装 4 件 ,第 二 种 物品 装 0 
件 ,旅行 者 背包 提供 的 最 大 使 用 价值 是 8. 


$6.4 不 定期 和 无 限期 决策 问题 


本 章 前 几 节 的 多 阶段 问题 中 的 阶段 数 :是 固定 的 , 故 称 为 定期 
( 即 定 阶段 ) 决 策 问题 .本 节 利 用 两 个 例子 分 别 讨论 阶段 不 固定 或 趋 
于 无 穷 的 决策 问题 ,这 两 类 问题 称 为 不 定期 问题 和 无 限期 问题 . 

例 7. (阶段 不 固定 的 最 短路 线 问 题 ) 设 给 定 N 个 点 pi(i=1， 
2,…,N) 组 成 点 集 ( 户 ) ,点 p; 到 点 p; 的 距离 为 di , 若 点 p; 到 pj 没 
有 弧 相 连 , 规 定 di = + % ,指定 终点 为 pv , 试 求 从 点 户 出 发 到 点 pn 
的 最 短路 线 . 

车 用 所 在 点 p; 表示 状态 ,决策 集合 就 是 除了 点 p; 以 外 的 点 所 
构成 的 集合 . 记 最 优 值 函数 为 /(i) ,f/f(i) 表 示 从 户 点 到 终点 pn 的 
最 短路 程 .这 样 ,该 问题 就 可 以 归结 为 一 个 不 定期 多 阶段 决策 问题 . 

由 最 优化 原理 可 得 :Ai minfas + /(7)| (i=1,2,…,N-—1). 
规定 ed =0. 初 始 条 件 为 ”/(N)=0. 解 法 可 以 参看 文献 18]. 

例 8. (无 限期 资源 分 配 问题 ) 无 限期 资源 分 配 问题 的 一 般 提 
法 为 :有 数量 为 x 的 某 种 资源 ,将 该 资源 分 别 从 数量 y 和 x - y 投入 
A,B 两 种 方式 生产 ,可 以 收益 g(y)+ 有 h(x 一 y), 其 中 g(y),h(y) 
为 已 知 的 连续 函数 , 且 g (0) = 有 (0)=0; 假 设 投 入 生产 后 可 以 回收 
部 分 资源 再 投入 生产 ,回收 率 分 别 是 a,5(0<a<1,0<6b<1), 第 一 
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阶段 生产 后 回收 资源 量 为 zl = ay + b(x 一 y), 再 分 别 以 数量 yl 和 
zr1~ yi 投入 A,B 两 种 方式 生产 ,可 以 获得 利益 为 g(y1)+ h(x- 
V1) ,又 可 以 回收 资源 zz = ay1 + Pp(xri 一 y1), 再 分 别 以 数量 y, 和 
+2 一 2 投入 A ,B 两 种 方式 生产 ,这 样 无 限 做 下 去 ,直到 资源 用 完 为 
止 , 求 总 收益 达到 最 大 值 的 投资 决策 . 

因 0<a<1,0<65<1, 故 无 限 次 收益 的 总 和 是 收敛 的 . 

用 f(x) 表 示 开 始 时 有 资源 量 z ,经 无 限 次 最 优 决 策 投 入 生产 后 
得 的 总 收益 值 , 有 以 下 函数 方程 

f(z) = max [gy) +h(z—-y)+ /f(ay+6b(zx — y))|. 

例 7, 例 8 的 解法 可 以 参看 文献 [8]. 


$6.5 动态 规划 的 应 用 举例 


6.5.1 资源 分 配 问 题 


所 谓 分 配 问题 就 是 将 数量 一 定 的 一 种 或 若干 种 资源 (例如 原 材 
料 .资金 .机 器 设备 .劳力 、 食 品 等 ) 恰 当 的 分 配给 若干 个 使 用 者 ,而 使 
目标 函数 为 最 优 . 

例 9. 某 公 司 有 资金 a 万 元 , 拟 投资 于 x 个 项 目 , 已 知 第 i 个 项 
目 投资 zx; 万 元 ,收益 为 g;(z;) ,试问 应 如 何 分 配 资金 使 总 收益 最 大 ? 

这 是 一 个 与 时 间 无 明显 关系 的 静态 最 优化 问题 ,可 以 列 出 静态 


数学 模型 , 求 zl ,zz，…,zv 使 得 Vsx = 2 gi(z;) ,并 满足 


他 
zi 守 0,7 = 1,2,…,n 

为 了 适用 动态 规划 方法 求解 ,可 以 人 为 地 赋予 该 问题 “时段 "的 
概念 ,将 该 投资 项 目 进行 排序 ,假设 这 个 项 目 投资 有 先后 顺序 ,首先 
考虑 对 项 目 1 投资 ,然后 考虑 对 项 目 2 投资 , 依 此 类 推 , 即 把 问题 划 
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分 为 "个 阶段 ,每 个 阶段 上 只 求 一 个 项 目 投资 的 金额 ,这 样 问题 就 转 
化 为 一 个 1 阶段 决策 过 程 .下 面 的 关键 问题 是 如 何 正确 选择 状态 变 
量 ,使 后 步子 过 程 之 间 具 有 递 推 关 系 . 

通常 可 以 把 决策 变量 几 定 为 静态 问题 中 的 变量 zz , 即 设 ww = 
Xe(k = 二 1,2,… ,7), 状 态 变 量 与 决策 变量 有 密切 的 关系 ,状态 变量 一 
般 为 累积 量 或 随 递 推 过 程 变化 的 量 , 可 以 把 每 个 阶段 可 供 使 用 的 资 
金 定 为 状态 变量 w ,初始 状态 51 = a, ui 为 分 配 于 第 一 项 目的 资金 


SI 


下 , 划 当 第 一 阶段 (4 = 上 D 时 ,有 ,第 二 阶段 (k=2) 时 ,状态 


Ul Xl 
-< 。 S2 一 S1 Ul 
变量 5, 为 余下 可 投资 于 nn -1 个 项 目的 资金 总 数 , 即 | 
U2 2 


Sn Sn-1 Un-l1 


依 此 类 推 ,第 k=n 从 有 时 | ,于 是 有 : 


阶段 上 : 取 1,2,… ,nn; 

状态 变量 5 :第 阶段 可 以 投资 于 第 项 到 第 个 项 目的 资金 数 ; 

决策 变量 由 :应 给 第 个 项 目 投资 的 资金 数 . 

允许 决策 的 集合 Dr (sx) 二 | ur [0 = za! 

状态 转移 方程 $0311 二 $4 一 ut 二 sk 一 

指标 函数 Vi,，= 2 gi(wi) 

最 优 丽 数 /1 (5s) 为 可 投资 资金 数 为 5 时 ,投资 第 & 一 项 所 得 
的 最 大 收益 数 , 则 该 问题 的 基本 方程 为 


js) = ax {gC ux) + ACID 
Wi (k= n,n 1,..,1) 


rs = 0 
当 g(x)(i=1,2,… 22) 已 知 时 , 便 可 利用 动态 规划 逐 段 求解 ， 
得 到 各 项 目 最 佳 投资 资金 数 , f1(a ) 就 是 原 问 题 所 求 的 最 大 总 收益 . 
例 10. 某 有 色 金 属 公司 拟 拨 出 50 万 元 对 所 属 三 家 冶炼 三 进 行 
技术 改造 .车 以 10 万 元 为 最 小 分 割 单位 ,各 厂 收益 与 投资 关系 如 表 
6.1 所 示 . 


2 一 Ty 
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表 6.1 
投资 额 技术 改造 后 收益 /万 元 
(单位 :t0 万 元 ) | 工厂 | rr2 工厂 3 
TT fT 
0 0 0 0 
1 4.5 2.0 5.0 
2 7.0 4.5 7.0 
3 9.0 7.5 8.0 
4 10.5 11.0 10.0 
| | 
5 12.0 15.0 13.0 
| 


公司 经 理 从 定量 决策 的 需要 出 发 ,要求 公司 的 系统 分 析 组 求 出 : 
对 三 家 工厂 如 何 分 配 这 $0 万 元 ,才能 使 总 收益 达到 最 大 ? 

解 首先 工厂 1 进行 分 配 ,余下 的 工厂 2 进行 分 配 ,最 后 余下 的 
分 配给 工厂 3. 建 立 如 下 动态 规划 模型 : 

(1) 阶 段 2: 工 厂 的 数量 ; 

(2) 状 态 变 量 sj = 15j ,sp=51 一 X153 二 32 一 x2，) 

(3) 决 策 变量 0 所 x 人 5 ,0 人 x5 ,T3533 

(4) 状 态 转移 方程 vi = 5 一 这,; 

(5) 阶 段 指标 函数 

si(zl)= 10,4.5,7,9,10.5,12} ,g(x2)= 10,2,4.5,7.5,11,13| 

ea(z3)=10,3,7,8,10,131 

(6) 指 标 递 推 方程 

fi(s)= max |8(z)+ 六 Car (ns1,2) 


f3 (53) = max {ga3(z3)} (n=3) 


下 面 利 用 表格 进行 计算 ,从 最 后 一 阶段 开始 . 
当 了 =3 时 ,zs= ,如 表 6.2 所 示 . 
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表 6.2 


f3(s;) = ds(s3,73) 
- T f3 (53) 六 
0 1 2 3 4 5 


4 10 


当 刀 一 2 时 ,0 委 z 委 ,5 = -如 表 6.3 所 示 . 


表 6.3 
52 fs)= ds(s2, 7x2) + f3 (353) 
四 fz (s2) x2 
XT2 0 1 2 3 4 5 
1 T 
0 10+0=0 | 0 0 
| 
0+5 2+0 
1 5 0 
一 $ = 
二 十 上 上 
0+7 2+5 |4.5+0 
7 0,1 
= =7 =4.5 
0+8 2+7 14.5+5|7.5+0 
3 9.5 2 
一 二 = =9.5 =7.5 
0+10 2+8 14.5+7|7.5+5| 11+0 
4 12.5 3 
=10 = 10 =11.5 | =12.5 =11 
0+13 | 2+10 |4.5+8|17.5+7| lli+5 15+0 
5 16 4 
=13 =12 =12.5 | =14.5 =16 =15 
I EEE 


当 7 二 3 时 ,0 受 zi 委 ss =sl-zi ,如 表 6.4 所 示 . 
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f(s1) = di(s1, 71) + /2 (52) 


| 3 | 


10.5+5| 12+0 
=15.5| =12 


Xl 0 1 2 
; 0+16|4.5+12.5| 7+9.5 
=16| -17 | =16.5 


由 此 可 知 v=S$. 此 时 ,zyr =1. 
52 三 $1 一 Xf 三 5-1=4, 此 时 ,x2 =3. 
3 三 32 一 X77 二 4 一 3==1, 此 时 ,x7 =1. 
最 优 策略 为 :P* 一 {fxr ;TC2 了 } = {1 ,3,1} ,ZZ" =17. 
亦 即 :给 工 广 上 分 配 10 万 元 ,工厂 2 分 配 30 万 元 ,工厂 3 分 配 10 万 
元 ,可 以 使 总 收益 达到 最 大 为 17 万 元 . 


6.5.2 货 郎 担 问 题 


货 郎 担 问 题 是 图 论 中 的 一 个 著名 问题 ,这 里 我 们 用 动态 规划 来 
求解 .该 问题 的 一 般 提 法 为 : 设 有 7 个 居民 点 , 记 为 1,2,…,n; 用 dd; 
表示 从 点 7 到 点 j 的 距离 .一 个 邮递 员 从 点 1 出 发 到 其 他 各 点 去 仅 
到 一 次 ,然后 回 到 点 1. 试问 他 如 何 选 择 行走 路 线 , 使 总 的 路 线 最 短 ? 

NS ,2 ni {1 ,71=12,3,. ,7 -1,i+1,… ,71. 
用 S 表示 邮递 员 从 点 1 出 发 到 点 i 之 前 所 经 过 的 点 的 集合 . 显然， 
SCN,(i=2,3,…,n). 用 (i, 5s) 表示 状 态 变 量 ;决策 为 由 一 个 点 决 
定 应 走 的 下 一 个 点 ;最 优 值 函数 为 fi(i,s5), fi(i,;) 表 示 从 点 1 出 
发 经 过 有 & 个 点 的 点 集 S 到 达 ; 的 最 短 距 离 ;最 优 决策 消 数 为 
pr(i,s) ,pr(i,s) 表 示 从 点 1 出 发 经 过 有 上 个 点 的 点 集 S 到 达 i 之 
前 的 那些 点 .递归 方程 为 

fi (lss)= Dyin| fr-1(j,s™ jl)+tadsl (k=1.2,.…,n-1) 
终端 条 件 为 foli, OO)= di (i=1,2,… ,nn 1). 

例 11. 某 邮 递 员 的 邮递 范围 内 有 4 个 居民 点 (1,2,3,4) ,各 个 
点 之 间 的 距离 如 表 6.5 所 示 . 邮 局 在 点 1, 邮 递 员 每 天 从 点 1 出 发 到 
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其 他 各 点 去 仅 去 一 次 ,试问 按 怎 样 的 路 线 走 可 以 使 总 路 程 最 短 ? 


表 6.5 
一 一 一 一 一 
距 离 1 2 3 4 
i 0 | 10 8 18 
2 10 0 7 11 
一 一 二 一 | | 
3 8 7 0 6 


解 ” 用 顺序 法 求解 . 
当 &=0 时 ,有 


当 上 =1 时 ,有 
f13(2,131)= fo0(3,0)+ d=8+7=15, 

[1(3,141)= fo0(4, 0)+ ds = 18+11=29, 
f1(3,121)= /0(2,0)+ d=10+7=17, 
11(3,14})= f0(4,0O)+ d=18+6=24, 
f1(4,12}))= /060(2,0)+ dm =10+11=21, 
f1(4,131)= f0(3,0)+ da=8+6= 14; 


当 &= 2 时 ,有 


fo(2,0)= djs=10, 
fo(3,0)= di3=8, 
fo(4,0)= di4=18; 


f/f»(2, 3,41) = min( fi1(3,141)+ da 万 (4,{131) + da) 
=min(24+7,14+11)=25 
p2(2,13,4}1)=4, 
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户 (3,12, 4 和 = min( fi(2,141) + 4d23, 71(4,12|1) + ds) 
=min(29+7,21+6)=27 
p2(3,12,4|1)=4, 
f2(4,42,31)= min( f1(2,131) + ds, f1(3,121) + da) 
=min(15+11,17+6)=23 
pa(4,12,3}))=3; 
当 训 =3 时 ,有 
f3(1,12,3.41) = min(f2(2,13,41) + do1, f2(3,12,4}) + da, f2(4, 
12,3})+ ds) 
=min(25+ 10,27+8,23+18)=35 
pa(1,12,3,4|1)=3 或 2. 
故 最 优 策略 为 1 一 2 一 4 一 3 一 1 或 1 一 3 一 4 一 2 一 1 . 
总 最 短路 长 为 35. 
本 节 只 给 出 了 两 种 动态 规划 的 应 用 ,其 他 的 一 些 应 用 ,如 :二 维 
资源 分 配 问题 .可 靠 性 问题 .生产 与 存储 问题 .设备 更 新 间 题 等 ,可 以 
参阅 文献 [8],[2]. 


习 题 


1. 用 动态 规划 的 方法 求解 下 面 问题 


(I)max <=7z3T+6Z1ITSZ3Y (2)max zx=4z1+9z2 二 2z3 
fzl+2zr 委 10 人 

Ss.t 
s.t. ), 30 zj; 这 0,1=1,2,3. 


[ril 宇 0, zx; 守 0; 


2. 试用 动态 规划 的 方法 求解 下 面 整数 规划 问题 
max z = 3zx1 + z+ 6x3 + 274 
2zl+za+5Sri+7zi 委 15 
0, 且 为 整数 (; = 1,2,3,4) 
3. 菜 人 外 出 旅游 , 须 将 五 种 物品 装 入 包 襄 ,但 包裹 的 重量 有 限 
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制 ,总 重量 w 不 能 超过 13kg ,物品 价值 及 其 重量 如 表 6.6 所 示 . 试 
问 如 何 装 这 些 物 品 ,使 整个 包 价 值 最 大 ? 


4. 有 一 稻 远 洋货 轮 计 划 在 A 港 装 完 货 后 驶 向 下 上 灌 ,中途 需 要 
加 燃料 和 淡水 4 次 ,而 从 A 港 到 下 港 的 全 部 可 能 的 航运 路 线 及 每 两 
港 之 间 的 距离 如 图 6.4 所 示 ,试用 动态 规划 方法 求 出 最 合理 的 停 港 
口 的 方案 ,以 使 航程 最 短 . 


5. 设 有 1、2.3、4、5 五 个 城市 ,各 城市 间 的 距离 如 图 6.5 所 示 ， 
试 求 各 城市 到 城市 5 的 最 短路 线 和 最 短路 长 . 

6. 某 工业 产品 需 经 过 A, B,C 三 道 工序 ,其 合格 率 分 别 为 
0.70,0.60,0. 80. 假 设 各 工序 的 合格 率 相互 独立 ,从 而 产 ( 成 ) 品 的 合 
格 率 为 0.70x0.60x0.80=0.336. 为 了 提高 产品 的 合格 率 , 现 准备 
以 限额 为 5 万 元 的 投资 ,在 三 道 工 序 中 采取 如 表 6.7 所 示 的 各 种 提 
高 产品 质量 的 措施 . 这些 措 施 的 投资 金额 和 采取 措施 后 各 工序 预期 
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的 合格 率 均 在 表 6.7 中 .试问 应 
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图 6.5 


该 采取 哪些 措施 ,才能 使 产 ( 成 ) 品 的 


合格 率 达 到 最 大 ? 
表 6.7 
3. 加 装 自 停 14. 调换 轴承 并 
施 项 目 1. 维持 原状 | 2. 调整 轴承 
措施 维持 局 轴 取 | 装置 加 装 自 停 装置 
| _ ___ _ 本 
投资 金额 | 0 每 工序 1 万 元 每 工序 2 万 元 | 每 工序 3 万 元 
A 0.70 0.80 0.90 0.95 
工期 的 更 0.60 0.70 0.80 0.90 
期 合格 率 上 - . : _ 
C 0.80 0.90 0.90 0.94 
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第 七 章 多 目标 规划 


前 面 介 绍 了 线性 规划 在 投资 决策 中 的 应 用 ,前 所 述 及 只 含有 一 
个 目标 函数 ,这 类 问题 也 称 为 单 目标 最 优 决策 问题 ,简称 单 目 标 决 
策 . 但 是 在 投资 管理 工程 技术 .生产 管理 等 部 门 所 遇 到 的 问题 往往 
需要 同时 考虑 多 个 相互 冲突 的 目标 在 某 种 意义 下 的 最 优 决策 .我 们 
把 这 种 含有 多 个 上 且 标 的 最 优化 决策 问题 称 为 多 目标 决策 ,其 相应 的 
数学 模型 是 包含 多 个 目标 函数 及 等 式 或 不 等 式 约束 的 数学 规划 模型 
称 之 为 多 目标 规划 . 

本 章 将 简要 地 介绍 多 目标 数学 规划 的 基本 概念 .基本 方法 和 数 
学 模型 .为 了 便于 学 习 , 且 不 使 篇 幅 过 大 , 主要 介绍 模型 和 方法 . 


$7.1 多 目标 规划 模型 和 基本 概念 


7.1.1 多 目标 决策 的 简单 例子 


例 1. 投资 决策 问题 . 

某 投资 公司 拥有 一 笔 资 金 A 万 元 , 今 有 2 ( 2) 个 项 目 可 供 选 
择 投 资 . 设 投资 第 i(i = 1,2,… ,nn) 个 项 目 要 用 资金 a; 万 元 ,预计 可 
以 得 到 收益 2 万 元 ,试问 应 如 何 决策 投资 方案 ? 

解 ”一 个 好 的 投资 方案 至 少 应 该 是 投资 少 收益 大 的 方案 . 

、 用 ,决定 投资 第 i 个 项 目 

设 z = 0, 决 定 不 投资 第 i 个 项 目 (i = 1,2,…,n) 
并 称 z; 为 投资 决策 变量 . 按 问 题 所 给 条 件 , 投 资 第 i(i = 1,2,…,n) 
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个 项 目的 金额 为 or, 万 元 ,总 投资 金额 为 Dy a, 万 元 .投资 第 i(; 


= 1,2,…,n) 个 项 目的 收益 为 biz; 万 元 ， 总 收益 为 2 br 万 元 . 
为 了 使 投资 所 用 资金 尽 可 能 地 少 ,应 使 和 最 小 , 即 
min > az， 
同时 又 要 求 获得 的 总 收益 尽 可 能 地 大 ,应 使 和 最 大 , 妈 


max Dy beri, 
此 外 ,公司 可 用 的 总 资金 为 A 万 元 ， 故 对 于 所 有 项 目 投资 的 全 部 资 
金 不 得 超过 A 万 元 , 即 有 限制 条 件 


Da 二 A， 


考虑 到 对 于 所 选择 的 项 目 要 么 投资 ， 要 么 不 投资 ,不 能 投资 一 半 , 于 
是 决策 变量 x,(i = 1,2,…,n) 只 能 取 1 或 0, 故 有 限制 条 件 
zi(zi;—-1)=0 (i= 1,2,.… ,7n). 
综 上 所 述 ,所 考虑 的 投资 决策 问题 可 以 归纳 为 具有 等 式 约束 和 
不 等 式 约束 条 件 下 ,有 极 小 和 极 大 化 目标 的 多 目标 规划 问题 , 即 


n 


min > aizi 
i=1 


max >) Da 

i=1 

A 一 Da 之 0 
S.f :=! 


rz -1)=0 (1= 1,2,…,n). 
例 2. 生产 计划 问题 . 
某 工厂 生产 n( 实 2) 种 产品 :1 号 品 ,2 号 唱 ,…,n 号 品 . 已 知 该 
厂 生 产 i(i = 1,2,…,n) 号 品 的 生产 能 力 是 a; 吨 /小 时 ,生产 1 吨 
i(i = 1,2,…,n) 号 品 可 以 获 利润 c; 元 .根据 市 场 预 测 , 下 月 i 号 品 
的 最 大 销售 量 为 5,(i = 1,2,…,z) 吨 .工厂 下 月 的 开工 工时 能 力 为 
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工 小 时 ,下 月 市 场 需 要 尽 可 能 多 的 1 号 品 .试问 应 如 何 安 排 下 月 的 和 
产 计 划 , 在 避免 开工 不 足 的 条 件 下 ,使 工人 加 班 时 间 尽 量 地 少 , 工 
获得 利润 最 大 且 尽 可 能 地 满足 市 场 对 于 1 号 品 的 要 求 ? 

解 ” 设 该 厂 下 月 生产 i 号 蝇 的 时 间 为 xz;(i = 1,2,…,n) 小 时 ， 
根据 问题 所 提供 的 已 知 条 件 ,把 问题 中 希望 达到 的 三 个 自 标 用 数量 

(1) 下 月 用 zz; 小 时 生产 i 号 品 (i = 1,2,…,n), 故 工厂 的 生产 总 
工时 为 Dz 小 时 ,工人 加 班 时 间 为 Da 一 械 小 时 ,为 使 工人 加 班 
时 间 尽量 少 ,应 使 

min( Dz, 一 T). 
(2) 下 月 该 三 生 产 i 号 品 的 产量 为 a;x; 吨 , 可 以 获 利 润 ciaizi 元， 


于 是 工厂 总 利润 为 > ciaiz; 元 ,为 使 工厂 获得 最 大 利润 ,应 使 


max Y\ caiz. 
(3) 下 月 1 号 品 的 产量 为 al xi, 为 了 满足 市 场 需要 ,应 使 
TaxQ 1 并] . 
此 外 ,由 预测 知 下 月 i(i = 1,2,…,n) 号 品 的 最 大 销售 量 为 b， 
吨 , 所 以 i 号 品 的 产量 ajr; 不 超过 已 吨 , 即 要 求 
axi Sb (i= 2,3,.…,7n). 


为 避免 工厂 开工 不 足 , 生 产 总 工时 Dz 应 不 低 于 开工 能 力 


小 时 , 即 有 
3 一 下 之 0. 
生产 时 间 应 应 为 非 负 ,于 是 决策 变量 还 要 求 
zi 之 0. 


综 上 所 述 , 考 虑 的 生产 计划 问题 可 以 归纳 为 具有 三 个 目标 函数 
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的 多 目标 规划 问题 , 即 


n 


min( Dz 一 T) 


i= 


max > ) ciairs 
i=l 
maxaiz; 
b;— ax; 守 0 (i= 1,2,.…,n) 
Ss.t. Dx 一 天 之 0 
i=1 
zi 之 0 (i = 1,2,.…,7n) 
例 3. 运输 问题 . 
设 有 某 种 物质 ,存放 的 仓库 有 mi 处 , 即 A1,A2,… ,A ,各 个 仓 


库 的 存储 量 分 别 为 dl1 ,02 ;Uy 吨 . 现 有 n 个 销售 点 ， 即 Bi, 
B,,…,B, ,各 个 销售 点 的 需要 量 分别 为 6,6，,… ,6 吨 .假定 供销 


平衡 , 即 和 a = 2 叉 , 并 已 知 由 A; 到 B; 的 路 程 和 单位 运费 分 别 为 
di 公里 和 cc; 元 ,i = 1,2,…,7;j = 1,2,…,n .要 求 确 定 一 个 调运 
方案 ,使 得 总 的 吨公里 数 最 小 和 总 运费 最 少 . 

解 设 由 A; 运 到 B， 去 的 物质 总 量 为 xz;; 吨 ,吨公里 数 为 Ci， 
i = 12 55 =12, ,2 把 和 处 仓库 存放 的 所 有 物质 运输 到 
2 个 销售 点 时 ,其 总 吨公里 数 最 小 , 即 应 使 


mn n 
min > ， > doz y 


i=1 j~1 


同时 要 求 总 运费 最 小 , 即 应 使 


min > > cry 
此 外 ,由 仓库 A; 运输 到 点 Bi 的 物质 总 量 应 等 于 A; 的 库存 量 , 即 
有 限制 条 件 


Dy zy =a: (i= 1,2,.…,m). 
pes 
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对 于 销售 点 B ,由 各 个 仓库 A; 运 到 B) 的 物质 量 的 总 和 应 等 于 
8, 的 需求 量 4, 即 有 限制 条 件 
Ds = = 0 (7 = 1,2,,n). 


由 于 从 A， 运 到 忆 去 的 物质 质量 zi ， 当 有 运输 量 时 Xi > 0, 无 运输 
量 时 zx = 0, 于 是 决策 变量 x; 有 限制 条 件 
Ti0 (=1.2 773 j= 71). 


综 上 所 述 ， 扣 兴 让 的 冯 入 各 晤 以 开 乓 为 家 汪 个 由 标的 数学 
划 问 题 


min Yar 2 2 cor | 


> zy = a (7 = 1,2,.…,m) 


zj 宇 0 (i = 1,2,,m; 7 = 1,2,…,n) 

类 似 上 述 考 虑 多 个 目标 的 数学 规划 模型 的 例子 还 可 以 列举 很 
多 ,如 制定 国家 的 经 济 发 展 规划 ,在 一 定 条 件 下 需要 建立 以 生产 、 消 
费 .就 业 投资 回收 率 等 项 为 目标 的 多 目标 数学 规划 模型 ;从 众多 青 
年 中 选拔 干部 ,在 一 定 条 件 下 可 以 建立 以 人 的 品德 .才能 和 健康 状况 
等 项 为 目标 的 多 目标 规划 决策 模型 .通过 求 得 上 述 模 型 的 “最 优 ” 解 
来 进行 决策 .在 实际 生活 中 ,应 用 多 目标 规划 模型 进行 决策 的 问题 是 
广泛 和 大 量 存在 的 ,这 里 不 一 一 列举 . 


7.1.2 ”多 目标 规划 的 一 般 模型 


从 前 一 节 所 述 的 例子 可 以 看 出 ,多 目标 规划 模型 从 数学 结构 上 
看 ,它们 都 是 考虑 在 一 定 条 件 下 ,对 于 多 个 目标 的 某 种 最 优 决策 问 
题 . 如果 舍 去 这 些 例子 中 各 种 量 的 实际 意义 ,而 仅仅 考虑 这 些 量 在 决 
策 问题 中 所 起 作用 及 它们 之 间 的 关系 ,可 以 归纳 为 以 下 的 共同 模 
式 
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min PC(ziyza ,x ) 


minfr( x1, xT2,°"" ;TX,) 
maxf,ri( Ti1s rT2, ,TX ) 
: (7.1.1) 
maxfp(ZX1, T2,°"*, Tn) 
gi(XisT2s°" Tn) EO 
s.t ee = 0 
z 一 1;2: 373 7=1,2,.…,1/ 
上 述 式 (7.1.1) 表示 对 > 个 目标 函数 极 小 化 ,对 -个 目标 函数 极 
大 化 ,其 限制 条 件 有 m 个 不 等 式 ,! 个 等 式 约束 .由 于 是 混合 地 对 多 
个 上 且 标 中 的 某 些 目标 进行 极 小 化 而 对 另 一 些 日 标 又 进行 极 大 化 , 因 
此 ,通常 把 式 (7.1.1) 称 为 混合 多 目标 规划 模型 . 

由 于 对 某 一 目标 函数 FLzi,zz,…，zn) 进行 极 大 化 可 以 等 价 地 
转化 为 对 于 目标 函数 - A(ziza,…，zn) 进行 极 小 化 .所 以 ,为 了 讨 
论 的 方便 ,把 式 (7.1.1) 中 所 有 的 “max” 转 化 为 “min”, 则 得 到 统一 
的 对 于 多 个 目标 进行 极 小 化 的 数学 模型 ,为 了 简便 ,仍然 采用 诛 函 数 
符号 表示 , 即 有 

min{ fi(zxis zx2s Ta) fol Tis ras, Tn) | 
gi(Xi,T2,° "7 Ta) EO 

re = 0 (7.1.2) 
i=1,2, 7; 7=1,2,.…,1 

式 (7.1.2) 称 为 多 目标 极 小 化 规划 模型 . 当然 ,也 可 以 把 式 (7.1.1) 
中 的 “min” 都 转化 为 “max”, 这 样 就 得 到 一 个 多 目标 极 大 化 规划 模 
型 . 

通常 把 式 (7.1.1) 或 式 (7.1.2) 中 的 n 个 变量 zz ,zz，…zn 是 
做 决策 变量 ,数值 函数 f(z, ,zz ) ,一 ;f(x1,T2，… ,Xn) 称 
为 目标 函数 ,gi;(ziyzazo) 委 0(i = 1,2,…,m), 称 为 不 等 式 约 
束 ,h(xi,x2,… ,Xn) = 00 = 1,2,…,1) 称 为 等 式 约束 .为 了 讨论 
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的 方便 常用 向 量 及 向 量 函 数 的 形式 表示 , 即 有 


二 zy 
f(x) = (fi(zx), fiz) fo (zr))T 
g(x) = (gi(x),g2(7) ,gn (x)) 
hr) = (h(x), haz), ,hr))T 
记 X= {rE€EE”|l g(rz) 志 0,h(r) = 01, 则 式 (7.1.2) 可 以 
简 记 为 
migf(z) (7.1.3) 
式 (7.1.2) 或 式 (7.1.3) 称 为 多 目标 规划 极 小 化 一 般 数 字模 型 .同样 
可 以 写 出 多 目标 规划 极 大 化 一 般 数 字模 型 ,这 里 不 一 一 列 出 . 


7.1.3 多 目标 规划 的 解 


设 多 目标 规划 模型 
migf (x) (7.1.4) 
其 中 
f(z) = (fi(x), f(x) ,folz)),, 
gi(X) 0,7 = 1,2,…,m 
hi(z) = 0,7 = 1,2,,7 | 
下 面 给 出 上 述 多 目标 规划 问题 的 几 种 解 的 概念 . 
1. 绝对 最 优 解 
定义 7.1 设 x” EX, 如 果 对 于 任意 的 x € X, 均 有 
f(r) f(r) 
成 立 , 即 对 于 一 切 j = 1,2,…,p, 均 有 f(x') 志 (zx), 则 称 z" 是 
多 目标 规划 极 小 化 模型 的 绝对 最 优 解 . 
所 有 绝对 最 优 解构 成 的 集合 称 为 绝对 最 优 解 集 , 记 为 (了,xz). 
绝对 最 优 解 的 概念 显然 是 单 目 标 规划 最 优 解 概 念 的 直接 推广 ， 
其 几何 意义 如 图 7.1 所 示 . 当然 ,这 是 一 种 最 理想 的 解 ,可惜 这 种 解 
一 般 很 难 存在 ,因此 ,必须 探讨 其 他 意义 下 的 最 优 解 . 


x = rep 
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AD 


图 7.1 绝对 最 优 解 的 几何 意义 


2. 有 效 解 

在 考虑 单 目 标 最 优化 问题 时 ,任意 两 个 解 只 要 比较 它们 相应 的 
目标 函数 值 后 ,总 能 比 出 谁 优 谁 劣 ,或 者 一 样 . 也 就 是 说 按 其 相应 的 
目标 函数 值 排出 优先 次 序 . 然 而 ,在 多 具 标 规划 中 情况 就 不 一 样 .以 两 
个 目标 铺 数 在 约束 条 件 下 求 极 大 化 问题 ， 即 max (有 1(z),f2(z)) 为 
例 ,讨论 其 解 的 情况 .如 对 于 f(x) 和 f(x) 在 约 东 条 件 下 进行 极 大 
化 ,车 可 行 解 z",zlz?,z?,z 在 目标 函数 空间 的 像 点 分 别 记 为 
Ao;Ai;A2,;A;3,As4, 如 图 7.2 所 示 . 现 在 比较 像 点 Ao,Ai,As,A;, 
44 的 优 劣 . 

车 把 点 Al 与 A; 比较, 对 于 目标 函数 f(z) 来 说 ,因为 是 极 大 化 
优化 ,所 以 As 比 Ai 优 ;对 于 月 标 函 数 户 (z) 来 说 ,同样 是 4: 比 Al 
优 .这 就 是 说 无 论 关 于 f(x) 还 是 f,(x), 点 A2 比 Ai 优 ,于 是 点 Al 
是 劣 点 ,其 对 应 的 可 行 解 为 劣 解 ,显然 将 把 它 去 掉 . 车 把 点 A 与 As 
比较 ,对 于 目标 函数 f1(xz) 来 说 ,因为 是 进行 极 大 化 优化 ,所 以 A; 比 
A, 优 . 

对 于 目标 肾 数 f(x) 来 说 ,4， 比 A; 优 .这 样 一 来 对 于 像 点 A， 
和 A; 我 们 无 法 确定 谁 优 谁 劣 ,同时 又 不 存在 任何 一 个 像 点 4; 比 A， 
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fil) 


图 7.2 ”有效 解 的 概念 


或 A; 优 ,这 时 点 A, 和 As 被 称 为 有 效 点 (或 非 劣 点 ) .它们 各 自 对 应 
的 解 z:,z 被 称 为 有 效 解 (或 非 劣 解 ) .用 同样 的 方法 可 知 图 中 Au 是 
劣 点 ,44 是 有 效 点 ,它们 各 自 对 应 的 解 z" ,xz4 分 别 是 劣 解 和 有 效 解 . 

通过 上 述 分 析 ,关于 多 目标 规划 问题 的 有 效 解 概念 已 有 粗略 印 
象 .下 面 给 出 一 般 极 小 化 多 目标 规划 问题 有 效 解 的 定义 . 

定义 7.2 设 x”E€ XX, 如 果 不 存在 x EX 使 向 量 不 等 式 

f(x) f(x’) 

成 立 , 则 称 z* 是 多 目标 规划 极 小 化 问题 的 有 效 解 ( 或 非 劣 解 ). 所 有 
有 效 解 构成 的 集合 称 为 有 效 解 集 , 记 为 P(f,XX). 

这 里 向 量 不 等 式 /(x) 蕊 F(z ) 的 含义 是 : 当 xz" 是 有 效 解 时 ， 
再 也 找 不 到 其 他 可 行 解 zx € XX, 使 得 f(x) fi(z*),i = 1,2,…， 
力 , 而 且 至 少 有 一 个 是 严格 不 等 式 成 立 . 

有 效 解 (effective solution) 又 称 为 非 劣 解 (no dominated Solution) 
或 pareto 有 效 解 . 

下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 有 效 解 . 

例 4. 试 求 minf(z) = (fi(z) = zx* -2z,f2(z) = 斑 ) 的 
有 效 解 集 ,其 中 X= {x€EE 10 志 zx 二 2). 

解 ”如 图 7 .3 所 示 , 在 [0,1) 区 间 内 , 任 了 到 一 点 A, 在 [1,2] 区间 
内 任 取 一 点 B, 比 较 A,B 两 点 的 函数 值 ,对 于 目标 畏 数 fi(z), 点 B 
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比 点 A 好 ;对 于 目标 函数 f(x), 点 B 也 比 点 A 好 ,于 是 点 B 对 于 两 
个 目标 函数 来 说 均 比 点 A 好 , 故 A 是 劣 点 . 若 在 区 间 [1,2] 内 , 任 取 
一 点 C, 且 C 关 B, 比 较 B,C 两 点 的 目标 洋 数 值 ,对 于 目标 函数 
(x); 点 B 比 点 C 好 ;而 对 于 目标 水 数 f(z),C 点 比 点 B 好 ,同时 
在 区 间 [1,2] 内 没有 任何 一 点 对 于 目标 函数 f(x),f2(z) 均 比 B， 
C 两 点 好 .由 定义 知 点 B 和 点 C 均 是 有 效 点 .由 于 B,C 是 在 [1,2] 上 
任 取 的 两 点 ,显然 区 间 [1,2] 是 所 讨论 问题 的 有 效 解 集 . 


AD 


定义 7.3 设 zx“ EX, 如 果 不 存在 z EX, 使 向 量 不 等 式 
f(x)< f(r’) 
成 立 , 则 称 z* 为 多 目标 规划 极 小 化 问题 的 弱 有 效 解 (或 弱 非 劣 解 )， 
所 有 纶 有 效 解构 成 的 集合 称 为 弱 有 效 解 集 , 记 为 P,(f,z). 
定义 7.3 表明 , 若 zx” 是 弹 有 效 解 , 则 在 可 行 域 中 找 不 到 比 x 
在 “<” 意 义 下 更 好 的 解 , 即 找 不 到 一 个 zx € X 使 得 
f(r) < fz) (i= 1,2,.,p). 
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7.1.4 ”基本 定理 


前 面 已 介绍 了 多 目标 规划 的 绝对 最 优 解 .有效 解 和 弱 有 效 解 , 现 
在 来 讨论 各 种 解 集 之 间 的 关系 . 
定理 7.1 设 zi (i = 1,2,…,P) 表示 第 :个 目标 函数 请 (z) 
(i = 1,2,…,p) 在 可行 域 X 上 的 最 优 解 集 , 则 多 目标 问题 (7.1.4) 
的 绝对 最 优 解 集 为 
之 = zz (7.1.5) 
证 设 z* 关 ,于 是 存在 x" E xz” ,由 绝对 最 优 解 定义 知 ,对 
于 VzEX 有 
f(r)Rf(r) (= 1;2) 力 ) 
表明 zi € xz?(i=1,2,…,p), 故 zx* E 和 7 
显然 ,上 述 过 程 的 逆 过 程 也 成 立 . 故 式 (7.1.5) 成 立 . 
定理 7.2 绝对 最 优 解 必 是 有 效 解 , 即 Z”S 已. 
证 〈 用 反 证 法 ) 设 x*E€2’* 但 x”&P, 由 有 效 解 的 定义 知 ， 
存在 点 z+ € XX, 使 得 
f(z2)E f(r ) 
成 立 ,i = 1,2,…,p, 而 且 至 少 有 一 个 是 严格 不 等 式 . 
即 有 f(z) 过 f(x"*),kE€E (1,2,…,pP). 这 与 TE€ Z* 相 邓 盾 . 
显然 ,Z” 关 ,所 以 zx* 忆 PP. 
定理 7.3 ”有效 解 必 是 弱 有 效 解 , 即 己 S P,. 
证 ”( 用 反 证 法 ) 设 x* EP 但 zx” CEP ,由 弱 有 效 解 定 义 知 ， 
存在 点 < € X, 使 得 
fi(2)< f(x’) 
成 立 ,i = 1,2,…, 思 ,这 与 假设 xz”E€ PCz” 是 有 效 解 ) 矛盾 . 
显然 定理 7.3 的 逆 命 题 不 成 立 . 
定理 7.4 多 目标 规划 各 分 量 目标 函数 在 可 行 域 X 上 的 最 优 解 
必 是 弱 有 效 解 . 即 zy 所 Pi = 1,2,…,p. 
证 〈 用 反 证 法 ) 设 z 是 Az) 在 X 上 的 最 优 解 ， 即 
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Ai(zr) 和 Ar) YzEX, 但 zr 不 是 弱 有 效 解 .由 弱 有 效 解 的 定义 
知 ,存在 z €E XX, 使 12) < f(z?), 即 有 f(z) < (zy), 这 与 候 
设 予 盾 . 
综 上 所 述 ,各 种 解 集 之 间 的 关系 为 
Az! =2"CPEP,EX 


例 5. minf(zx) 
s.t. xX-1 宇 0 


其 中 
,jx-3!&1 

A (A) ara | 3 11) 

解 人 = ixE€RIz 宇 1} 上 的 
函数 ,其 最 优 解 集 分 别 为 

rxr = {1,5},z2 = [2,4] 
从 图 7.4 可 知 ,其 绝对 最 优 解 集 
Z”"=zxrf Nzrry=09 

有 效 解 集 P= [1.5, 2] 
弱 有 效 解 集 P, = [1.5, 4]1, 
于 是 有 ZEPCP SEX 
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$7.2 有效 解 的 判别 准则 和 存在 性 


7.2.1 有效 解 的 判别 准则 
设 多 目标 规划 问题 
minf (x) (7.2.1) 
其 中 f(x)= (fi(x), fz), fo (zx)) T,X = {xzER"| gi(X) < 
0,h(xz) = 0,71 = 1,2,.…,n1;7 = 1,2,.…,7} 
为 了 讨论 有 效 解 的 判别 准则 和 存在 性 ,引进 辅助 规划 
inf Df.(z) 
(P;) 并 = /1 (7.2.2) 
st. XEX,f(zr) < f(z) 
其 中 f(z) 为 问题 (7.2.1) 的 目标 函数 分 量 ,; = 1,2,…,p;X 为 问 
题 (7.2.1) 的 约束 集 , 且 x EX. 
和 为 和 式 > 7(z) 在 所 给 约束 条 件 下 的 下 确 界 ,特别 地 , 当 其 


中 的 各 (zz) 在 闭 集 X 上 连续 时 ， 则 上 为 有 限 ,这 里 (pz) 中 的 “inf 全 


即 为 “min”. 
定理 7.5 设 XCR",f/:X 一 R?, 若 EX, 则 zz € P(f,z) 


的 充 要 条 件 是 yj; = > f(z). 


证 ”必要 性 由 有 效 解 定义 知 ,z E P(f,xz) 即 不 存在 x € X， 
使 f(x) 过 f(z), 也 就 是 不 存在 zx €E X 使 得 
f(x) f(a) (i= 1,2,.%,p) (7.2.3) 


EPA < D(z) 与 上 述 结果 等 价 的 说 法 是 : 对 于 任何 
并 e X, 若 式 (7. 2. 3) 成 立 , 则 意味 着 
> f(z)> D(z). 
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上 式 说 明 ,在 ze X 和 f(z) 过 f(z) 的 条 件 下 ,函数 > f(x) 

的 下 确 界 为 
六 = 2 f(z). 

反之 可 以 证 明 充 分 性 成 立 . 

定理 7.6 设 XCR",f:X—>R?,z EX 且 录 >-%. 车 z 
是 (P;) 的 最 优 解 , 则 z € P(f,x). 

证 (用 反 证 法 )” 设 xz 是 (PP;) 的 最 优 解 但 x &P(/,X), 则 存 
在 zz EX, 使 得 f(z) 过 /(z). 于 是 存在 x E X, 使 得 


Ds) < Da) 
由 于 xz EX, 且 xz 是 问题 (P;) 的 最 优 解 , 故 
f(x) fz) fz) (7.2.4) 
式 (7.2.4) 表明 x 不 是 问题 (P;) 的 最 优 解 ,与 假设 矛盾 .证 毕 . 
注 1 定理 7 .5、 定 理 7.6 说 明 , 要 判别 或 x 是 否 为 (VP) 问题 
(7.2.1) 的 有 效 解 , 可 以 通过 检验 辅助 规划 (P;) 的 下 确 界 是 否 为 


六 /.(z); 或 看 是 否 为 (P;) 的 最 优 解 来 确定 . 
。 注 2 定理 7 .6 中 ,yg > -oo 成 立时 ,问题 (P;) 即 为 
min 3/ (7) 
st. XEX,f(z) SE f(r) 
若 问题 (7.2.5) 的 最 优 解 为 工 ,由 定理 7.6 知 z 必 为 (VP) 问题 
(7.2.1) 的 有 效 解 . 因此 , 可 以 利用 问题 (7.2.5) 求 (VP) 的 有 效 
解 


7.2.2 有效 解 的 存在 性 


定理 7.7 设 xCR",f/:X—>R’,z € X, 并 HL y; >-%; 石 
问题 (7.2.5) 的 最 优 解 存 在 , 则 (VP) 问题 (7.2.1) 的 有 效 解 存在 . 


(7.2.5) 
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证 ”因为 y; >- %, 故 问题 (P;) 即 为 问题 (7.2.5) .由 于 问题 
(7.2.5) 的 最 优 解 存 在 ,由 定理 7.6 知 ,该 最 优 解 就 是 问题 (7.2.1) 
的 有 效 解 , 从 而 (VP) 的 有 效 解 存 在 .证 毕 . 

定理 7.8 设 XSR", 若 Fz) = (fi(x), fz), f(x))T 
中 的 函数 f(z) (j = 1,2,…,p) 在 X 上 连续 ,并 生存 在 z EX, 使 
集合 

Hi; = |rzEXIf(zr) Sf(E)) (7.2.6) 
是 有 界 闭 集 , 则 (VP) 的 有 效 解 存在 . 
证 ”因为 f(x) (7 = 1,2,…,p) 在 XX 上 连续 ,又 Hi; 守 XX, 所 


以 函数 > ) 六 (z) 在 有 界 闭 集 H; 上 连续 .由 于 H; 是 问题 (7.2.5) 的 
约束 集 , 有 界 闭 集 上 连续 函数 的 极 小 值 点 总 是 存在 , 故 极 小 化 问题 
(7.2.5) 的 最 优 解 存在 .由 定理 (7.6) 知 (VP) 问题 的 有 效 解 存在 .证 
毕 . 

注 3 定理 7 .7 说 明 判 别 极 小 化 (VP) 问题 的 有 效 解 是 否 存在 ， 
可 以 通过 判定 问题 (7.2.5) 的 最 优 解 是 否 存在 来 确定 . 若 单 目 标 优 
化 问题 (7.2.5) 的 最 优 解 存在 , 则 (VP) 问题 的 有 效 解 存在 . 

注 4 ”定理 7.8 给 出 了 极 小 化 (VP) 问题 有 效 解 存在 的 一 个 充分 
条 件 是 :(VP) 问题 所 有 的 目标 函数 分 量 在 约束 集 X 上 连续 , 且 存 在 
元 筷 X, 使 水 平 集 

Hi = {zxzE XI f(x) < f(z)) 

为 有 界 闭 集 . 
7.2.3 向 量 目标 函数 单调 变换 对 于 解 的 影响 


车 向 量 目标 函数 经 过 单调 变换 之 后 ,其 对 应 的 多 目标 极 小 化 问 
题 的 有 效 解 (或 弱 有 效 解 ) 和 原 多 目标 问题 的 有 效 解 (或 弱 有 效 解 ) 


县 有 下 列 关 系 . 
定理 7.9 设 XCR",/(x) = (mnz)， 记 (z)) 在 X 上 有 


定义 ,车 g(x) = (gi(z),…,gp(7)) ,其 中 gj(zx) = gp(f(7x)) 
( = 1,2,…,p), 并 且 每 一 个 wo 关于 对 应 的 f; 都 是 严格 增 函 数 , 则 : 
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(1) P(g,X)S P(f,X); 

(2) P(g,X) CP,(f,X). 

证 (1)( 用 反 证 法 ) 设 x€ P(g,X) 但 x &P(f,X). 因 为 
zx &P(/,X), 由 有 效 解 定义 知 存在 x € X, 使 得 f(z) 过 f(z), 即 

fx) Ef (zr), j= 1,2,,p. 
且 至 少 有 一 个 严格 不 等 式 成 立 . 

由 于 mw 关于 f(x) (0 = 1,2,…,p) 是 严格 增 图 数 ， 故 有 
g(x) =9(f (7 pg (f(r))= g(rz), j=1,2,…,p, 且 至 少 
有 一 个 严格 不 等 式 成 立 .于 是 必 有 

g(x) g(r) 

上 式 说 明 存 在 x EX, 使 g(x) 二 g(x). 由 有 效 解 的 定义 知 
XxX &P(g,X), 与 假设 矛盾 . 

(2) 把 (1) 证 明 中 的 不 等 式 换 成 严格 不 等 式 , 即 可 以 证 明 结 论 成 
立 .证 毕 . 

注 5 定理 7.9 说 明 多 目标 规划 问题 , 若 向 量 目 标 函 数 作 单 
调 递增 变 换 后 ,得 到 新 的 多 目标 问题 ,其 有 效 解 (或 能 有 效 解 ) 仍 是 
原 (VP) 问题 的 有 效 解 ( 或 弱 有 效 解 ). 


$7.3 线性 加 权 和 法 


多 目标 规划 有 效 解 的 生成 方法 较 多 ,线性 加 权 和 法 是 常用 的 一 
种 有 效 算法 . 
7.3.1 方法 的 描述 

设 多 目标 规划 问题 


(VP) minf(z) (7.3.1) 
其 中 fx) = CfiCx) ,fax) ,i, for))T 


X= Itt Er|g (x) <0, = 1,2,.…,m 


线性 加 权 和 法 就 是 根据 目标 函数 的 重要 性 不 同 ,把 p 个 目标 函 
数 广 (z)(: 一 1,2,…, 思 ) 分 别 乘 以 一 组 权 系 数 wi(i 一 1,2,…， 力 )， 
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后 相 加 作为 目标 函数 ,再 对 该 目标 函数 在 式 (7.3.1) 的 约束 集 X 
下 于 最 优 这 样 原 多 目标 规划 (VP) 极 小 化 问题 转化 为 单 目 标 规划 
(SP), 极 小 化 问题 


2 
(SP),, min 2) w(x) (7.3.2) 


可 以 证 明 式 (7.3.2) 的 最 优 解 x” 是 原 多 目标 规划 问题 (7.3.1) 的 有 
效 解 (或 弱 有 效 解 ). 


7.3.2 (SP), 的 最 优 解 与 (VP) 的 解 之 间 的 关系 
为 了 讨论 的 方便 ,引入 下 列 记号 


W = (tw1) Wa rz) 


fa 
W ”= | = (ww 0) = 1,2,.…,p, 且 2) W = 1| 
j=1 


办 
,= 12， 


+ 一 |w 一 《zol 


定理 7.10 “对 于 每 一 个 给 定 的 丈 E W''( 或 W!'), 则 相应 
(SP)。 的 最 优 解 必 是 (VP) 的 有 效 解 (或 弱 有 效 解 ). 

证 “这 里 只 证 环 E 丸 人 的 情形 ,多 E Wi1 的 情形 可 以 用 类 似 
方法 证 明 . 设 z* 是 (SP), 的 最 优 解 ,但 不 是 (VP) 的 有 效 解 ,由 有 效 
解 的 定义 知 必 存 在 某 个 zx € X, 使 得 

f(z) f(x") 
又 因为 砚 € W'*', 故 有 
WIif(zx) < W'/(xr'*) 
上 式 说 明 x” 不 是 (SP),。 的 最 优 解 ， 这 与 假设 矛盾 . 于 是 定理 得 
证 . 

由 定理 7.10 知 , 若 取 丈 E W'', 则 可 以 通过 解 相应 的 (SP), 求 
得 (VP) 的 有 效 解 . 若 取 殉 € Wr", 则 可 以 通过 解 相 应 的 (SP), 求 得 
(VP) 的 弱 有 效 解 . 如 果 取 遍 WE W''( 或 W'!'), 解 相应 的 (SP), 得 
到 的 最 优 解 集 是 否 与 (VP) 的 有 效 解 集 ( 或 弱 有 效 解 集 ) 相等 ?一 般 
说 来 ,回答 是 否定 的 ,但 有 下 述 定 理 . 

定理 7.11 车 (VP) 是 凸 多 目标 规划 ,那么 对 (VP) 的 任 一 弱 有 
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效 解 (或 有 效 解 )x“ ,都 必 至 少 存在 一 个 机 E€ W' (W € W"'), 使 
ZX” 是 (SP),, 的 最 优 解 . 

证 设 zx” 是 (VP) 的 弱 有 效 解 , 故 不 存在 * € X, 使 

f(z)< f(x’) 
即 不 存在 TE X, 使 f(x)<f(r') (= 1,2,.…,p) 
换 句 话说 ,不 等 式 组 
f(xz)- f(z)<0 (= 1,2,.,p) 

在 了 上 不 相 容 .由 于 (VP) 是 凸 多 目标 规划 , 即 所 有 f(x) 是 凸 函数 ， 
X 为 凸 集 , 于 是 由 不 等 式 组 的 不 相 容 性 定理 知 , 必 存 在 户 个 不 全 为 零 
的 数 W; 之 00 = 1,2,… ,pp) ,使 得 对 任意 zx E X, 有 


DWLfz) -plz')]>0 
凶 Wf(z) > WI f(x") 
其 中 WW = (wi wa wp) ,> 0, E32 = 1. 于 是 上 式 说 明 


确实 存在 向 量 WE€ Wi ,使 ”是 相应 的 (SP)。 的 最 优 解 . 
因为 有 效 解 一 定 是 弱 有 效 解 ,因此 , 当 x" 是 (VP) 的 有 效 解 时 


定理 显然 成 立 . 
以 上 两 个 定理 说 明 ,对 凸 多 目标 规划 来 说 , 取 遍 w € W?! 时 , 通 


过 求 (SP)。 的 最 优 解 可 以 得 到 (VP) 的 全 部 弱 有 效 解 . 但 当 取 遍 
w EE W1! 时 ,虽然 可 以 通过 (SP),, 求 得 (VP) 的 有 效 解 , 却 不 一 定 
能 求 得 (VP) 的 全 部 有 效 解 . 然而 , 当 /(z) 为 线性 向 量 函 数 ,X = 
ixzE€EE"*|1A(x)= 45,zx 之 0), 妈 (VP) 是 线性 多 目标 规划 时 ,可 以 
证 明 , 取 遍 w E€ W1*! 时 ,可 以 通过 (SP),, 求 得 (VP) 的 全 部 有 效 解 . 


7.3.3 ” 权 向 量 的 几何 意义 


由 有 效 解 和 弱 有 效 解 的 定义 知 , (VP) 的 有 效 解 或 弱 有 效 解 x “ 
的 像 点 /(z* ) 一 定 在 像 集 f(x) 的 边界 上 , 即 /(x*) 是 f(x) 的 边 


界 点 . 
对 于 给 定 的 权 WwW 三 (wi ws Vp) 方程 为 
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p 


Dwfi=e (7.3.3) 


i=1 


当 c 取 任意 常数 时 是 目标 函数 空间 R* 中 的 一 族 超 平面 ,所 以 ， 
权 向 量 W = (wi,w2，,，… ,ws) 的 几何 意义 就 是 该 族 超 平面 的 单位 


法 向 量 ( 因 为 2 W， = 1). 当 p = 2 时 ,这 族 超 平面 与 集合 /(x) 相 


交 , 并 使 c 取 最 小 值 的 那个 交点 即 为 /(x“ ), 如 图 7.5(a) 所 示 . 当 w 
= (w1,0)T 或 ww = (0,w2)7 时 ,如 图 7.5(b)、 图 7.5(c) 所 示 . 


由 图 7.5(a) 还 可 以 看 出 ,车 给 定 一 个 权 向 量 WE W'' ,就 相当 


于 在 目标 函数 空间 给 出 了 一 族 斜率 为 - 过 的 直线 ,这 一 族 直线 
1 万 +m2 户 = (7.3.4) 
与 /(x) 相 切 的 那 条 直线 (7.3.5) 的 切 点 F = (f(x"),f2(z")) 所 对 


应 的 x” 是 (VP) 的 有 效 解 . 
wifit wf = wifi(r’)+ wflr’) (7.3.5) 


7.3.4 ”应 用 线性 加 权 和 法 求解 多 目标 规划 示例 


1. 权 向 量 给 定时 应 用 线性 加 权 和 法 求 有 效 解 
例 6. (VP) mip( x1x2, x1 + zx3) (7.3.6) 


其 中 工 二 (zz2) 
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2.5 -- zl 宇 0,， 
ziza 一 工 之 0， 
X=4xr€E’ 


Xi 一 Xz 之 上 0， 


| 4xX;> 一 1 宇 0， 
zl1 之 0,zz 之 0， 

解 第 一 步 ”给 出 权 系数 .假设 决策 者 认为 [1(zx) = zizz 不 
如 f(x) = zx?+ 重要 ,并 给 定 权 系数 分 别 为 wi = 0.3,zw = 0.7. 

第 二 步 ” 作出 极 小 化 线性 加 权 和 的 优化 模型 

(SP), min{0.3z172 + 0.7(z1 + x3)| (7.3.7) 

第 三 步 ” 求 出 (SP),, 的 最 优 解 .这 里 只 需 应 用 非 线 性 规划 优化 

方法 容易 求 得 其 最 优 解 为 
zr* = (xzr zy) = (1.1511,0.7547)T 

由 于 w = (0.3,0.7)T € W?*, 所 求 (SP), 的 最 优 解 即 为 原 
(VP) 的 有 效 解 .车 权 值 体现 决策 者 的 偏好 ,该 有 效 解 即 为 偏好 解 或 
称 受 协 解 ( 满 意 解 ). 

2. 应 用 线性 加 权 和 法 生成 有 效 解 集 

通常 情况 下 ,决策 者 难以 准确 地 给 出 一 组 表示 决策 者 偏好 的 权 
重 , 而 希望 分 析 者 提供 全 部 有 效 解 ,至 少 也 应 提供 一 个 近似 有 效 解 
集 , 供 决策 者 从 中 选取 满意 解 . 因此 我 们 利用 线性 加 权 和 法 求 出 其 近 
似 有 效 解 集 . 其 基本 思想 是 :在 各 目标 权 系 数 的 变化 范围 内 ,通过 逐 
步 改善 权 系数 构成 一 系列 权 系 数 不 同 的 (SP),.。 问题 . 求 出 其 最 优 解 
即 得 到 一 个 (VP) 的 近似 有 效 解 集 .不 过 这 里 使 用 的 权 系 数 仅仅 是 生 
成 有 效 解 的 参数 ,不 再 体现 决策 者 的 任何 偏好 .下 面 通过 例子 说 明 其 


例 7. (VP) min 15zi -2z， 一 1 十 4Zz2 (7.3.8) 
— Xi + X23, 
| Zz1+zs8， 
其 中 X=<cEElzis 委 6， 


Z2 委 4， 


X12 之 0， 
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f(x) = 5r1 -2r2, f(r) = rtdr2, x= (rzx2)T. 
解 ” 第 一 步 ”把 (VP) 转化 成 (SP), 形式 
(SP),, max | wi(5x1 ~ 2zx2) + ws(~— zi + 4r2)| (7.3.9) 
第 三 步 分别 优化 fi(x) 和 f(z), 即 取向 量 ww = (wi, ws)T 
分 别 为 (1,0)5 和 (0,1)7 得 


maxl5z1 一 2z?} (7.3.10) 
和 max| 一 zx1 + 4x2| (7.3.11) 


从 式 (7.3.10) 和 式 (7.3.11) 分 别 求 得 其 最 优 解 B(x1 = 6,zx;, = 0) 
和 ECzi = 1,x2 = 4), 其 相应 的 目标 函数 值 分 别 为 fg (ff = 30， 
f2 =- 6 和 FE =-7,f2 =15)7 

第 三 步 ”改变 权 向 量 , 从 相应 的 (SP),, 中 求 得 (VP) 的 有 效 解 
或 弱 有 效 解 . 为 了 计算 方便 取 (wi,w2)! 分 别 为 (1,1)5I，(1,2)7， 
(1,3)T, 并 代 人 式 (7.3.9), 求 得 其 最 优 解 分 别 记 为 C(x1 = 6,zaz = 
2),D(zl = 4,z = 4),D(x1 = 4,z = 4). 继 续 改 变 权 向 量 ,可 以 
得 到 一 系列 (SP), 的 最 优 解 ,这 些 最 优 解 构成 的 集合 即 为 (VP) 的 近 
似 有 效 解 集 . 把 上 述 计 算 结 果 用 表 7.1 列 出 并 用 图 7.6 表示 出 来 . 


表 7.1 


图 中 像 点 
注 释 


B 对 应 的 x 是 弱 有 效 解 
的 z 是 弱 有 效 解 


对 
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X2 


6:-.E Dp 
4 
2 C 
B 
[2) 2 4 6 a 


(a) 决策 空间 中 x 的 像 点 示意 图 。〈(b) 目标 函数 空间 中 zx 的 像 点 示意 图 
图 7.6 


从 图 7.6 中 可 以 看 到 ,对 于 线性 多 目标 决策 问题 ,整个 有 效 解 集 
能 从 极点 产生 ,一 旦 得 到 有 效 解 的 极点 ,可 以 通过 属于 同一 超 平面 的 
有 效 解 极 点 的 线性 组 合 得 到 其 余 有 效 解 点 , 即 别 的 有 效 解 能 通过 取 

X=6(zz 2)+(1-0)(zz2) 0<0<1 

来 获得 ,其 中 (zz 2) 和 (zi,z2) 是 已 求 得 的 相 邻 有 效 解 点 . 

另外 ,实际 使 用 线性 加 权 法 产生 有 效 解 极点 时 , 几 个 权 系 数 有 时 
可 以 产生 同一 个 有 效 解 点 .从 一 个 极 向 量 移动 到 另 一 个 极 向 量 时 ,可 
能 会 遗漏 某 些 有 效 解 点 ,在 许多 情况 下 采用 该 方法 大 多 数 得 到 一 个 
近似 有 效 解 集 . 


$7.4 合适 等 约束 法 (PEC 法 ) 
设 多 目标 规划 问题 
(VP) min f(x) (7.4.1) 


其 中 f(z) = (fi1(z), faz), f(z)) 


R= | € EE” gi(z) 0, = 1,2,.…,n 
这 种 方法 的 基本 思想 是 ,在 (VP) 的 约束 集合 尺 上 ,添加 请-1 
个 由 目标 函数 转化 来 的 等 式 约束 
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f(z) = a,i = 1,2,.……,p-1, (7.4.2) 
其 中 we; 为 常数 ,把 式 (7.4.2) 放 人 约束 集 民 中 ,构成 新 的 约束 集 


R,, 即 


R= {zrER!If(zr)= a,i=1,2,…%,p— 1} (7.4.3) 
然后 ,把 f, (zz) 在 约束 集 R。 上 进行 极 小 化 , 即 求 解 


(PECSO) min fp(z) (7.4.4) 


当 所 有 a; 满足 一 定 条 件 时 , (PECSO) 问题 的 最 优 解 即 为 (VP) 的 有 
效 解 . 

这 个 方法 的 实质 是 逐步 去 掉 非 有 效 解 ,而 留 下 全 体 有 效 解 ,因此 
是 一 种 求 有 效 解 集 的 直接 方法 .下 面具 体 说 明 其 求解 过 程 : 

第 一 步 ”将 原 多 目标 决策 问题 (VP) 化 成 (PECSO) 问题 

min fs(z) 
为 使 等 式 约束 集 R。 非 空 , 先 对 a = (al,a2，… ,ap-1) 给 出 一 个 合理 
范围 .为 此 ,引入 集合 
R= {a€ Er!l| RO| 
第 二 步 ”在 尺 上 确定 
Bla) = inf{fp(x) lxr€E Ra € Rl, 
并 求 出 下 确 界 解 (a), 使 
fo(i(a))= Bla) 

这 个 z(a) 不 一 定 属于 R, 也 不 一 定 属于 R,. 

如 果 z 满足 条 件 : 

(Dz E€E R,; 

(ii) fs (2£) = Bla); 

(iiijB(a) >- oo. 
则 称 该 + 是 (PECSO) 的 最 优 解 . 

第 三 步 ”确定 集合 
B= |al D(a) >-o 吕 且 对 某 X E€ R,aE€ER 有 f(zi(a)) = 2a)l 
显然 ,一 个 下 确 界 解 z(a) 若是 (PECSO) 问题 的 最 优 解 , 则 a € Bi 
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有 反之 ,对 每 一 个 a € B, 则 必 有 一 个 相应 的 下 确 界 解 2(a) € R。, 从 
而 是 (PECSO) 问题 的 最 优 解 . 
第 四 步 ” 设 a" € B, 如 果 存 在 某 一 令 域 


aeE Erllla—-arl<6,6>0 


LU(a0,S) = 


满足 条 件 : 

(让 使 8(a) 过 B(ar) 的 任意 a € R 们 UGeo,s) 有 we 过 o0， 

(让 使 Bla) < B(x9) 的 任意 a € R 站 U(ar,6) 有 a 之 a， 
则 称 c" 是 “局 部 合适 ”的 . 

第 五 步 ”在 B 中 去 掉 不 是 局 部 合适 的 向 量 . 

第 六 步 ” 求 出 B 中 最 后 保留 下 来 的 集合 B* . 当 取 遍 a € 了 
时 ,相应 的 (PECSO) 问题 的 最 优 解 + (a) 的 全 体 恰 好 就 是 (VP) 的 有 
效 解 集 . 

下 面 给 出 检查 “局 部 合适 ”与 “合适 ”的 两 种 判别 方法 : 

1. 设 xcogk B, 如 果 对 某 个 i(1 志 i 过 p11), 沿 坐标 轴 的 右 方向 


导数 严格 为 正 , 即 
a’ Ba) |， 日 (a0+ te) ~ Bla) 、0 
Oa; U0 i 


其 中 e = (0,…,0,1,0,…,0), 则 a" 非 局 部 合适 . 

2. 若 B(a) 是 B 上 的 单调 减 函 数 , 且 使 B(a) 关 B(a') 的 任意 
a € B 有 a 之 a, 则 称 a? 为 “合适 ”的 . 

例 8. 求 多 目标 规划 
(VP) minf(z) = (f(x) =- x1- 10, f(x) = 50- x2)T 
其 中 

R= [= Ep 

解 ” 第 一 步 ”把 (VP) 问题 化 成 (PECSO) 问题 


minfy(x) = 50— zx? 
x€ER, 


8 (x2 +4)x2 > 0,18 - 12x2 — xz? >0| 


其 中 R= jzeRlnz)=-z-I0=a 
这 里 显然 RR = E', 即 对 于 任意 a E E ,都 有 R。 关 9. 
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第 二 步 确定 
D(a) = inf flz)|z € Ra 所 R| 


及 下 确 界 解 (a) = (21(a),X2(a)) .为 此 ,把 -zi 一 10= a 化 为 
zi1=-a-10 代 入 R 中 的 zi, 整理 得 到 


_ 2 8 _ (at+10) 
R, = I™ PF TI i415 全 | 
当 
2 
1 2 < (w+10) 2 < 之 12 时 ,有 
8 
£2(a) = (a +10) +4 


否则 ,有 za) = 1.5- (410). 于 是 


8 1 
IT 


js0 [1:5 (Ce +10)-|] ,其 他 

第 三 步 ”由 定义 

= lal Boa) >- mo,Iz€ Roa ER 有 f(a))= Bla)| 

此 题 R = 有 局 即 YuEER = {xz€ERIfi(z)=-z-10= el 
确定 集合 B, 要 @(z(ae))>- %, 对 任意 a E 尺 有 zx1(a)=-a-10 太 
zg) = (zi(a),za(a))T, 当 且 仅 当 2< (ac+10) < 12 时 户 (z(o))= 
g(a). 由 此 可 知 
B= lal/i2<la+t+101<V12 


而 且 (PECSO) 问题 的 最 优 解 是 


[2 


| = 一 aw 一 10 
_ 8 
£2(a) = Ci a+10l<vVi2 


第 四 步 ” 显然 @(a) 在 B 上 可 微 ,于 是 
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a! B(a)  d@(a) 83.6.:(a+10) 


Oa da ~ [(a+10)*+4] 


当 a > -10 时 ,2 时 (2) > 0, 由 检查 “局 部 合适 "的 方法 知 a > - 10 
时 不 是 “局 部 合适 ”的 ,应 从 B 中 留 下 部 分 为 
(-10- V12, -10 -V2). 
第 五 步 ”从 B 中 再 次 去 掉 不 是 局 部 合适 的 g, 当 a <- 10 时 ， 
8 3 、 4 、 
[去 TO 4 | 是 单调 减 函数 ,由 检查 “局 部 合适 的 


方法 2 知 ,e0 <- 10-VvV2 时 ,是 合适 的 , 即 B 的 最 后 保留 集 
B ”= (-10-VI,-10-72). 
第 六 步 ” 当 a 取 遍 B* = (-10 -V12, - 10 -Vv2) 时 得 到 相 
应 的 (PECSO) 问题 的 最 优 解 集 


Pu = {zi1(0), x2(a)| 


$B(a) = 50 


OF 


-| ° 10), 07 710)7 74 


即 为 (VP) 问题 的 有 效 解 集 . 
$7.5 e 一 约束 法 


7.5.1 方法 的 描述 


设 多 目标 规划 问题 
(VP) max f(z) = (fi(x), f(x), ,fs(z)) (7.5.1) 


其 中 R= |z€ Elg(z) 0 = 2 
在 多 目标 规划 (7.5.1) 中 ,选取 某 一 目标 函数 作为 基本 目标 ,如 
选取 f(x)(1 之 hh 志 pp) 为 基本 目标 ,将 其 余 目 标 转化 为 不 等 式 约束 
f(r)e, i=1,2,…,P, 且 i 六 hh. 
原 多 目标 规划 (VP) 问题 化 为 约束 问题 P(e) 问题 , 即 
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P,(e) max f(x) (7.5.2) 


其 中 R, = |> E R"|- f(z) + e; S07 = 1,2,…，, 户 ,7 尖 |， 
P(e) 是 标量 优化 问题 ,可 以 利用 标量 优化 方法 求 出 其 最 优 解 . 特别 
是 向 量 s 在 某 一 范围 按 一 定 规律 变化 时 ,得 到 一 系列 已 (se) 问题 , 解 
这 一 系列 P,(s) 问 题 ,得 到 的 最 优 解 即 为 原 多 目标 规划 (VP) 问题 的 
有 效 解 . 
7.5.2 几何 意义 
在 (VP) 问题 中 , 当 p = 2 时 ,P(e) 问题 如 图 7.7 所 示 , 此 时 
P,(e) max f1(z) 


L 


其 中 R, = |z € RIf(#) > 6k = 1,2,3 
图 中 A ,B,C 为 原 多 目标 规划 问题 的 有 效 解 在 目标 函数 空间 的 像 点 . 


Oo0 


/i(x) 


图 7.7 


7.$.3 (VP) 问题 的 有 效 解 与 P; (zs) 问题 的 最 优 解 的 关系 
由 有 效 解 的 第 三 个 Kuhn-Tucker 条 件 知 


a Dr 
> ANVYAz)- Dp vg(r’)=0 (7.5.3) 
i=l j=1 
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把 式 (7.5.3) 改 写成 


pt mh 
MV fr) MYAGz Dw velz')=0 
Pea 
(7.5.4) 
式 中 ,zx “为 有 效 解 ,4; 守 0,Xh>0,(i=1,2,…,p,i 交 hh ,pj 之 0,j = 
1,2,…,71). 式 (7.5.4) 可 以 看 成 下 列 标量 优化 问题 的 K~- 人 第 三 个 
条 件 
max Xf ( x) (7.5.5) 


其 中 R / EE" gi(X)E0,j=1,2,.,n 
有 共 ,=<7XEE 
”| f(x)Fe,i=1,2,.,p,izh) 


由 于 44 之 0, 在 目标 孙 数 Xfi(z) 中 除 以 A 所 得 目标 函数 在 相同 的 
约束 集 R 中 求 得 的 最 优 解 不 变 . 若 同 时 把 目标 函数 约束 条 件 
万 (z) 疡 6 改写 为 - [:(x)+ ei 二 0, 则 式 (7.5.5) 又 可 以 转化 为 


max f, (zz) (7.5.6) 
ER, 
g(x)E0,7=1,2,. ,nm 
R /ep 
其 中 “ 上 — f(x)+e0,i=1,2,.…,p,iAh | 


于 是 式 (7.5.5) 和 式 (7.5.6) 具 有 相同 的 最 优 解 . 

式 (7.5.6) 是 一 个 标量 优化 问题 ,此 标量 优化 问题 的 K -了 第 三 
个 条 件 为 

vp Dv) te) Dvatr')=0 


i 关上 


(7.5.7) 
其 中 e; 是 一 个 独立 于 z 的 常数 . 若 取 
p 
一 DV) t+)= 2 Afi(zx") 


天 大 


则 式 (7.5.7) 又 可 以 化 为 
SV)- Dp vg(r')=0 (7.5.8) 
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式 (7.5.8) 即 为 原 (VP) 问 题 的 K- 工 第 三 个 条 件 . 这 就 是 说 约束 问 
题 P(e) 的 K- 工 条 件 和 原 (VP) 问 题 的 K- 工 问题 条 件 可 以 相互 转 
化 ,只 要 s; 满足 一 定 条 件 , P(e) 的 最 优 解 必 是 相应 (VP) 问 题 的 有 
效 解 . 

通常 要 求 es; 满足 下 列 条 件 : 

(1) 选择 的 s; 满足 约束 条 件 一 f(x)+ ee 所 0(i=1,2,…,p,i 
关 有 ) ,而且 和 原 (VP) 问 题 的 约 东 条 件 构 成 的 可 行 域 R 必须 是 原 
(VDP) 问 题 的 可 行 域 R 的 部 分 ,也 就 是 R, CR. 

(2) 由 目标 函数 转化 的 约束 条 件 在 xz“ 处 是 起 作用 的 约束 , 即 
fi(x')= ei(i=1,2,…,p,i 关 hh ). 如 果 不 满足 这 一 条 , 约 东 问题 的 
最 优 解 可 能 有 不 惟一 的 情况 .此 时 所 求 得 的 约束 问题 的 最 优 解 不 一 
定 全 是 (VP) 问 题 的 有 效 解 . 

为 了 使 约束 问题 有 解 ,e; 的 取 值 范围 受到 限制 ,一 般 规 定 : Ni 委 
si 委 Mi, 这 里 Ni =minfi(z), Mi= max f(z") ,x 是 第 个 目标 也 
数 在 R 约束 集中 求 得 的 最 优 解 ,k= 1,2，…，, 户 ,大 天 六 
7.5.4 求解 步骤 

第 一 步 ” 构造 支付 表 

(1) 解 p 个 标量 优化 问题 ,寻求 每 个 目标 的 最 优 解 , 记 f(x) 的 
最 优 解 为 :2* = ( ,x9 ，… ,5 ). 

(2) 计算 每 个 目标 函数 在 x* (k=1,2,…,p) 的 值 , 即 f1(x*)， 
CA 

(3) 作出 支付 表 , 如 表 7.2 所 示 . 

第 二 步 ” 把 多 目标 规划 (VP) 问 题 转 化 为 约束 问题 P:(z). 

第 三 步 ” 确 定 se; 的 变化 范围 , 选 定 s; 的 取 值 个 数 为 + 个 .由 支 
付 表 知 Nj; 二 f(zx) 志 Mi, 于 是 e 的 到 值 范围 是 Nj 所 fi;(x) 拟 Mi, 又 
内 为 选 定 e; 的 个 数 为 > 个 , 则 

si= Nit TCM- N) 


£=0,1, 1 
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第 四 步 ” 求 出 所 有 约 东 问题 的 最 优 解 . 由 于 每 一 个 目标 有 > 个 
e; 的 取 值 ,共有 p 一 1 个 目标 转化 为 约束 ,因此 e; 共有 一 一 种 组 合 ， 
计算 每 一 种 组 合 所 构成 的 约束 问题 的 最 优 解 , 得 到 一 个 约束 问题 的 
最 优 解 集 , 即 为 所 求 原 多 目标 规划 (VP) 问 题 的 近似 有 效 解 集 . 


表 7.2 支付 表 


7.5.5 约束 法 例题 
例 9.， 求 下 列 多 目标 规划 问题 的 近似 有 效 解 集 . 


max| Am(z)=Szl-2zz， 户 (z)= 一 ZI 二 4z2| 
一 1 十 并 2 么 3 
xX1+ x2 SLB 
st < Xi 6 
六 2 委 4 


Xl1;T2 宇 0 
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、 加 -Xx1+ X23, ri1+ zs 8 
解 记 R={ | 
第 一 步 ” 构造 支付 表 , 如 表 7.3 所 示 . 
首先 从 max fi(z) 求 得 其 最 优 解 Z =(ziz2)=(6,0) 
相应 的 目标 函数 值 fi(z’)=30, fu(x’)= 一 6. 
从 max 户 (z) 中 求 得 最 优 解 zz= (zz3) = (1,4). 
相应 的 目标 函数 值 为 f1(x?)= -3, 户 (z?)=15. 


表 7.3 支付 胡 


maxf (zx) 


minf (zx) 


从 表 7.3 中 可 知 
Ni=-3, Mi1=30 
N= -6, Ms=15 
第 二 步 ”建立 约束 问题 ,选取 f1(xz)=5zxi -2z。 为 基本 目 
标 , f(xz) 为 约束 条 件 ,于 是 原 (VP) 问 题 转化 为 P.(z) 问 题 , 即 


P.(z) max(Szi 一 2z2) 
ERI 


户 (z)= 一 Z1+4272 之 6 


这 里 Ri1= zxER 


第 三 步 ” 确定 6 的 取 值 ,由 支付 表 知 
-6 委 s% 委 15， 车 取 r=4 


则 es= -6+3t(15—(-6))= -6+7t,1=0,1,2,3, 
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即 得 ed= -6,el=1,e2=8,e3=15. | 

第 四 步 ”从 P(e) 问 题 中 求 得 最 优 解 即 为 原 (VP) 问 题 的 有 效 
解 ,由 于 本 例 的 e 为 计算 的 方便 , 仅 取 4 个 ,于 是 必须 解 4 个 P(e) 问 
题 ,它们 各 自 的 最 优 解构 成 (VP) 的 近似 有 效 解 集 .计算 结果 见 表 7.4. 


表 7.4 
f(z) 
e! P(e) 的 最 优 解 | (VP) 的 有 效 解 
f(x) f(x) 

一 6 (6, 0) (6, 0) | 30 -6 
1 (6,1.75) (6,1.75) 26.5 1 
8 (4.8,3.2) (4.8,3.2) 17.6 8 

| | 
15 (1, 4) (1, 4) | 一 3 15 


图 7.8、 图 7.9 给 出 了 本 例 使 用 约束 法 的 求解 过 程 .从 图 中 可 以 
看 到 ,e 的 改变 过 程 就 是 不 断 地 改变 可 行 域 和 目标 函数 空间 的 过 程 . 
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f(x)=15 


(x) =8 


f°)=1 


f= -6 


图 7.8 约束 法 决策 空间 
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Jo0= -6 


图 7.9 约束 法 的 目标 空间 


$7.6 线性 多 目标 规划 的 单纯 形 法 


多 目标 单纯 形 法 (multiobjective simplex method) 是 线性 规划 单 
纯 形 法 在 线性 多 目标 规划 上 的 推广 .多 目标 规划 中 的 目标 函数 与 约 
束 函 数 都 是 线性 函数 时 称 为 线性 多 目标 规划 .在 线性 规划 中 用 单纯 
形 法 求 极 点 最 优 解 ,而 在 线性 多 目标 规划 中 用 单纯 形 法 求 有 效 解 . 
设 线性 多 目标 规划 为 
(VLP) maxf(x)= cx (7.6.1) 
st zEX=|rEF"|Ar=b,z20). (7.6.2) 
其 中 
fz)= f(z), f(z), ,fol x)), 
b=(b1,02,"" ,60m)! 
C 是 pxn 和 矩 阵 ,A 是 m xn 矩阵， 
且 
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f(x) = Dor, (i = 1,2,%,p) (7.6.3) 
与 单 目标 线性 规划 的 单线 形 法 相似 ， 也 要 建立 单纯 形 表 .车 已 知 xz 
的 一 个 基本 可 行 解 为 x = [™ | ,其中 zs 为 基 变 量 部 分 ,zw 为 非 基 
变量 部 分 ,相应 地 c ,A 也 可 以 分 解 为 c= (cs,cNw) 与 4A=(B,N), 则 
约束 条 件 Ax = 0 可 以 写成 Brp + NzN = 56, 由 该 式 可 以 推出 zs = 
Bi!bp-B i!iNzry, 代 入 f(z)=cz, 目 标 了 消 数 可 以 写成 F(z) = 
cBB~'b- (cgB IN- en)zxw;y 因 xnw=0, 则 xzp=B ib, f(x)= 
cpB 16 .在 极点 x 处 的 向 量 形式 单纯 形 表 如 表 7.5 所 示 . 


在 极点 x 处 的 数字 形式 单纯 形 表 如 表 7.6 所 示 . 


表 7.6 
| Xl . Lm Tm+l a Zn 6 
zl 1 及 和 0 Yim+t 人 Yl,n bi 
Tm 0 及 抽 1 Ym m+1 六 省 Ym,n 6 
fi 0 人 0 Ulm+1 及 抽 Gl,n fi 
fp 0 “ 0 Gpm+t 光 Op,n fp 


表 7.6 中 Xi sy Xm 是 基 变 量 , zz +11，… ,zz” 是 非 基 变量 ,6 为 右 端 
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顶 , 表 7.6 的 前 mx 行 的 含义 与 线形 规划 单纯 形 表 相同 , 表 7.6 的 后 
p 行 是 检验 数 行 ,每 行 是 一 个 目标 消 数 的 检验 数 , 检 验 数 的 定义 与 线 
性 规划 中 的 相同 . 
| j=1,2,.…,m, 
| Cp DY ey, j= m+1l,,n, 
定理 7.12 设 z 是 (VLP) 的 一 个 基本 可 行 解 , 且 相 应 的 单纯 形 
表 中 第 / 行 检验 数 mw 委 02 (j=1,2,…,n), 则 z 是 单 目 标 规划 问题 
max f(x); 
s.t. zxzEX 
的 最 优 解 ,又 若 or<0(0 = m+1,… ,7n), 则 该 最 优 解 是 惟一 的 , 且 
是 (VLP) 的 有 效 解 . 
定理 7.13 设 二 是 (VLP) 的 一 个 非 退 化 的 ( 即 所 有 的 其 变量 大 
于 0) 基 本 可 行 解 ,车 有 一 个 非 基 列 7 的 所 有 检验 数 mj 之 0(! = 1， 
2,…,p), 且 至 少 有 一 个 o>0, 则 z 不 是 有 效 解 . 
定理 7.14 若是 (VLP) 的 一 个 基本 可 行 解 , 且 辅 助 问题 


Oy (1=1,2,.…,p) 


(SP) max V= 2 (7.6.4) 
fi(z) -6;= f(z) (i= 1,2,.%,p) 
s.t | rE€ X, 
2 0 (i = 1,2,…,p) 
(7.6.5) 
的 最 优 值 maxV =0, 则 z 是 (VLP) 的 有 效 解 ; 若 maxV >0, 则 互 不 


是 (VLP) 的 有 效 解 . 
定理 7.15 设 z 是 (VLP) 的 一 个 非 退 化 的 基本 可 行 解 , 阁 有 两 


个 不 同 的 非 基 向 量 wj 与 4,,9, 是 x 人 基 后 所 取 的 值 , 9, 是 zx。 入 基 
后 所 取 的 值 . 若 go 二 guo (i= 1,2,…, 户 ), 上 且 其 中 至 少 有 一 个 严格 
不 等 式 成 立 , 则 zx; 入 基 优 于 xz。 入 基 . 

定理 7.16 设 三 是 (VLP) 的 一 个 非 退化 的 基本 可 行 解 , 若 第 j 
列 是 非 基 列 ,该 列 的 所 有 检验 数 oj 过 0(i=1,2,…, 记 ), 且 其 中 至 少 
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有 一 个 严格 不 等 式 成 立 , 则 zi 入 基 将 不 会 得 到 有 效 解 . 
由 上 述 定理 ,可 以 构造 求 线性 多 目标 规划 有 效 解 集 的 单纯 形 法 ， 
其 步骤 由 图 7.10 给 出 . 
例 10. 用 单纯 形 法 求 下 述 问题 的 所 有 有 效 解 . 
| 了 +2z2 
fo(z) 


» 


max /f(x)= | 


3z1+ Xx» 
s.t. XEX, 


rEEFE? 
X= 
0 委 zi 委 5， 0<r,<6 


解 ”加 上 松弛 变量 后 ,约束 条 件 可 以 写成 


TX1+ ZX2+ Ty Oo， 


ZX1+ XE8， | 


2r1+ x2 + Xx4 =11, 
Xl +xs =), 
并 2 + zxe=6, 
ziP0 (i=1,2,.…,6) 
首先 找到 一 个 初始 基本 可 行 解 z= (5,1,2,0,0,5) ,对 应 的 初始 单 
纯 形 表 如 表 7.7 所 示 . 


表 7.7 

1 工 2 3 4 Xs 6 
3 0 0 1 一 1 0 2 
2 0 1 0 1 一 了 0 1 
Xl 1 0 0 0 1 0 5 
6 0 0 0 -1 2 1 5 
fi 0 0 0 2 一 3 0 7 
f2 0 0 0 -1 -1 0 16 
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令 二 入 基 ， 
得 基本 可 行 解 Xe 
k+l 
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在 解法 的 第 44 步 ( 见 图 7.10), 的 非 基 变量 检验 数 ( oo4, 02s) 
=( 一 1, 一 1)<0,z 中 是 f; 的 惟一 极 大 点 ,因而 是 多 目标 规划 的 有 效 
解 .在 第 9A 步 , zs 可 以 人 基 , 在 第 13 步 x; 人 基 , 得 基本 可 行 解 
z=(3,5,0,0,2,1) ,相应 的 单纯 形 表 如 表 7.8 所 示 . 


第 6 步 解 辅助 问题 
max V= 01 十 02; 


Xit+27x2— $1=13, 


3xz1+ xz2— $2=14, 
|zxEX, 

5 ,092 过 0. 
得 到 max V =0, 因 此 x 是 有 效 解 .在 第 9A 步 与 第 11 步 ,z4 可 以 
入 基 , 且 入 基 后 的 新 基 是 未 研究 过 的 .在 第 13 步 , 令 z4 人 基 , 基 本 可 
行 解 为 zxG) = (2,6,0,1,3,0) ,单纯 形 表 如 表 7.9 所 示 . 
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表 7.9 
Tl TX2 XT3 Ta Ts Xe 6 
| 

Xs 0 0 -1 0 1 1 3 
X3 0 1 0 0 0 1 6 
zl 1 0 1 0 0 一 1 2 
4 0 0 一 2 1 0 1 1 
fi 0 0 一 1 0 0 -1 14 
万 0 0 一 3 0 0 十 2 12 


因为 方 的 非 基 变量 检验 数 (o13,o16)= (一 1, 一 1)<0,x3) 是 fi 
的 惟一 极 大 点 ,因而 是 有 效 解 .直至 计算 终结 ,得 不 到 其 他 有 效 解 . 已 
知 得 到 的 三 个 有 效 解 xz 中 ,zx 与 zG) 分 别 在 图 7.11(a) 的 (zi,zz) 
平面 及 图 7.11(b) 的 (所 ,f2) 平 面 上 用 B,C,D 三 点 表示 .从 图 7.11 
可 以 看 出 ,折线 BCD 是 有 效 解 集 ,B,C,D 三 点 是 有 效 解 . 


(a) (b) 
图 7.11 
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$7.7 最 优 性 条 件 


设 多 目标 规划 问题 


(VP) min(fi(x), PCz) 万 (z)) (7.7.1) 
st. gi(z)SO0, (i=1,2,.…,7) (7.7.2) 
h(xz)=0, (j=1,2,..,s) (7.7.3) 


在 非 线 性 规划 问题 中 最 优 性 条 件 可 以 用 做 检验 一 个 备 选 方案 是 
否 最 优 的 判 据 , 因 此 广泛 地 用 于 设计 求解 的 算法 .对 于 多 目标 规划 问 
题 ,最 优 性 条 件 的 研究 具有 同样 意义 .本 节 主 要 介绍 一 阶 必要 条 件 与 
充分 条 件 . 


7.7.1 锥 与 约束 规格 的 概念 


为 了 阅读 的 方便 ,对 于 文中 涉及 的 锥 给 予 简单 介绍 . 
定义 7.4 设 关 为 非 空 集 ,车 对 任意 的 4 宇 0, 有 4XCX, 则 称 
X 是 锥 . 若 X 既是 凸 集 又 是 锥 , 则 说 X 是 凸 锥 ,规定 空 集 是 锥 ,也 是 
凸 锥 . 
定义 7.5 设 义 非 空 , 且 XX 天 {101, 则 分 别称 
Xt+=|yEE"|y'r>0,V xzE XI! 
X =|iyEE"|y'r<0,VrEX! 
为 X 的 正法 锥 和 负 法 锥 .如 图 7.12 所 示 . 
定义 7.6 设 X 非 空 ,zoEX,dEE" ,如 果 存 在 z 穴 EX, >0， 
zt>x0(k 斑 00), 使 X(T 一 zx9)>d(k 悦 吕 ), 则 称 4d 是 X 在 zx 点 
的 一 个 切 方 向 ,在 zx" 点 的 所 有 切 方 向 构成 的 集合 称 为 X 在 xz? 点 
的 切 锥 , 记 T(X,x'). 
在 几何 图 形 上 ,车 把 X 向 坐标 原点 平移 |z9| ,使 <" 和 原点 重 
合 , 然 后 连接 原点 和 点 列 x* ,得 到 射线 列 , 再 取 其 极限 位 , 即 连 接 原 
点 和 d 的 射线 即 为 X 在 z0 点 的 一 个 切 方向 ,所 有 这 样 的 射线 构成 
的 集合 称 为 X 在 z0 点 的 切 锥 ,如 图 7.13 所 示 . 
定义 7.7 设 和 非 空 ,zoEX,dEREn, 若 存在 83>0, 使 得 对 一 
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图 7.12 图 7.13 


切 96€E(0,6], 有 a(9)=x? + 04€EX, 则 称 d 是 X 在 x? 点 的 一 个 可 
行 方 向 .XX 在 x" 点 的 所 有 可 行 方向 构成 的 集合 称 为 和 在 xz" 点 的 可 
行 方 向 集 , 记 为 D(X,z0).D(X,zo) 具 有 如 下 性 质 : 

(1) D(X,zr CT(X, x); 

(2) 车 x*€E XX, 则 D(X,x") 是 非 空 锥 ;车 久 是 证 集 , 则 
D(X,z") 为 凸 锥 . 

定义 7.8 ”对 于 所 论 及 的 优化 问题 的 约束 函数 附加 某 些 限制 条 
件 , 以 便 使 其 最 优 解 满 足 的 最 优 性 条 件 更 完善 ,这 种 限制 条 件 称 为 约 


东 规 格 . 

由 于 上 述 问题 的 重要 性 ,人 们 引进 各 种 不 同形 式 的 约束 规格 ,这 
里 仅 介 绍 有 关 的 约束 规格 . 

设 X=|irx€EF"|g(z)<0,i=1,2,… ,mj;h(r)=0,7=1, 
2,.… ,5s| 

定义 7.9 假设 g(x)(i=1,2,…,) 及 有 (x)(j=1,2,…,s) 均 可 
微 ,z EX, 令 

Z'(X,r’)=|2EF"|ZI VY g(x* )<0,i€EI(zr'); 


ZIVvh(z*)=0,;=1,2,.…,s| (7.7.4) 
则 称 zE 2Z'(X,z" ) 为 XX 在 zx’ 处 的 局 部 约束 方向 向 量 ,简称 z "的 


局 部 约束 方向 . 易 知 
D(X,z*)CZ(X,z') (7.7.5) 
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现在 用 Z (X,z”) 的 正法 锥 (Z (0X,z”)) 和 闭 切 锥 T(X,x*) 
的 正法 锥 (TT(X,x“ ))! 来 界定 K 一 本 约束 规格 . 
定义 7.10 设 g(z)(i=1,2,…,m) 及 有 (xz)(j=1,2,.…,s) 
均 可 微 ,z EX, 若 
[ZXz )] =[LTOX,z )] (7.7.6) 
则 称 约束 集合 X 在 zx" 处 满足 约束 规格 .车 X 中 每 一 点 都 满足 约束 
规格 , 则 称 X 满足 约束 规格 .这 种 约束 规格 称 为 K 一 荆 约束 规格 . 


7.7.2 一 阶 必 要 条 件 


由 于 目标 函数 和 约束 条 件 的 非 凸 性 ,有 时 无 法 得 到 问题 的 整体 
pareto 有 效 解 ,因此 引入 局 部 解 的 概念 . 

设 元 ER", 记 N(z,6) 是 R" 中 以 z 为 球 心 ,6>>0 为 半径 的 开 
球 , 即 N(z,6)= {rzER"|I| rz-zl<d}. 

定义 7.11 若 不 存在 xzE XN 门 N(z,e) 使 得 f(z) 三 f(z), 则 
称 EX 为 局 部 pareto 有 效 解 . 

车 不 存在 zE XN 门 N(z,e) 使 得 FLz)< f(z), 则 称 二 EX 为 局 
部 弱 pareto 有 效 解 ( 其 中 e >0). 

为 了 区 别 ,前 面 定义 的 pareto 有 效 解 和 pareto 弱 有 效 解 视 为 整 
体 解 ,显然 任何 整体 pareto 有 效 解 必 为 局 部 pareto 有 效 解 ,整体 弱 
pareto 有 效 解 必 为 局 部 弱 pareto 有 效 解 .反之 不 然 . 

引 理 7.1 设 A 和 B 分 别 为 m xn 和 Lxn 实 和 矩阵 , 则 系统 


AZ<0,BZ=0,ZE€EE” (7.7.7) 
无 解 的 必要 条 件 是 存在 w€ E” ,v€ E! 使 得 
(u,v)A¥0,uTA+vIiB=0 (7.7.8) 


成 立 ( 证 明 上 略 ). 
设 EX, 令 I(z)= [li<mlg(z)=0}. 记 
Di= {da€EE"|IYfh(z) Td<0,k=1,2,,m; 
Vgi(E)TId<0,ViET( 无 )| 
和 D;=fdERE"7 有 (E)TL=0=12，5| 
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引 理 7.2 设 Ger) k=1,2, ,mMm) ;hi( zr) (i =1,2,…,5) 均 
为 定义 在 开 集 DCE” 上 的 实 值 函 数 , 且 有 连续 一 阶 偏 导数 ,如 果 


和 0 
h(xz)=0 (j=1,2,.",s) 
在 D 上 有 解 却 ,而 系统 
p(x)<0 (k=1,2,.…,m) 
1 12 (7.7.10) 
在 D 上 无 解 , 且 9Vhj(z)(j=1,2,…,s) 线 性 独立 , 则 系统 
dTy p(xz)<0 (k=1,2,.…,7) 
| (7.7.11) 


dT VvVh(z)=0 (j=1,2,.,s) 
在 E” 中 无 解 (证 明 略 ) . 
引 理 7.3 ”假设 每 一 个 有 (zx) 在 茎 点 连续 可 微 并 且 向 量 组 
{vy hj( 工 ) ,j= 二 1,2,…,s| 线 性 独立 , 码 为 (VP) 的 一 个 局 部 pareto 弱 
有 效 解 , 则 Di 人 1D,= O. 
证 因为 为 (VP) 的 一 个 局 部 pareto 弱 有 效 解 , 显 然 方程 组 


fil(z)- f(z)=0 (k=1,2,.…,p) 
si(z)=0 i€1I(z) (7.7.12) 


h(xz)=0 (j=1,2,.…,s) 
在 X 上 有 解 元 .而 不 等 式 组 


大 (z) 一 天 (元 )<0 (k=1,2,.…,p) 
| gi(r)<0 i€EI(z) (7.7.13) 


hi(Z)=0 (j=1,2,.…,s) 


在 X 上 无 解 . 
又 因为 VCz)(7 = 1,2,…,s) 线 性 独立 ,由 引 理 7.2 知 不 等 


式 组 
di Vv fi(z)<0 (k=1,2,.…,p) 


divg(z)<0 i€1I(z) (7.7.14) 
divVh(z)=0 (j=1,2,.…,9) 
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无 解 . 记 DD ={d€E"IV/ (i) d <0,k=1,2,. ,mn, 
Vgi(z)Td <0,i€E I(z)| 
Ds= {dE€EE"|IVh(z)Td=0,;)=1,2,.…,s| 
故 DiND,= 0. 
定理 7.17 (广义 Fritz John 定理 ) 设 每 个 h(xz) 在 点 连续 
可 微 , 如果 z 为 问题 (VP) 的 一 个 局 部 pareto 弱 有 效 解 , 则 存在 
AER?,uER” 和 wER;, 使 得 


(A,u,v)O (7.7.15) 
(7.7.16) 
uiBi(T)=0 (i=1,2,.…,n) (7.7.17) 


证 如 果 {Vh (zz),j=1,2,…, sj 线性 相关 , 则 存在 vEEk:, 
v 关 0 使 得 
六 vw vh(z)=0 (7.7.18) 


此 时 , 取 )=0,zx =0, 则 起 (7.7.15) 一 武 (7.7.17) 成 立 ， 
不 妨 设 {Vvh,(z) ,j=1,2,…,s| 线 性 无 关 , 由 引 理 7.3 


得 DND,= 9 (7.7.19) 
Vv f(z)'Z<0, (k=1,2,.…,p) 
即 v gi(z)12Z<0, iE 1(z) (7.7.20) 
VvVh(z)'2=0, (j=1,2,.… ,3) 
无 解 . 
令 T(z)= {i ,i ,7 (7.7.21) 
A=[VA(z), ,Vf (zr); Ven(z), ,Vga(z)]T 
(7.7.22) 
B=[Vh1 (zx), Vhs (Fz),…,Vh,(z)] (7.7.23) 
于 是 不 等 式 组 


AZ<0, BZ=0, ZER" (7.7.24) 


第 七 章 多 目标 规划 225 


无 解 . 
由 引 理 7.1 知 ,存在 ERs ,aER4 和 wvER’, 使 得 
DAVIE) + Dov f(z)+ DD vvh(z)=0 


(7.7.25) 
ai ,车 二 也 
令 “ee ,2 (7.7.26) 
显然 ”wuER*,(4,z,v) 闫 0, 并 且 式 (7.7.15) 一 式 (7.7.17) 成 立 . 
广义 Fritz John 条 件 哩 然 乘 子 向 量 (4 ,u,v) 尖 0, 但 并 不 保证 目 
标 函 数 相 关 的 乘 子 4 非 零 .事实 上 , 若 4=0, 式 (7.7.15) 一 式 (7.7. 
17) 作 为 刻画 局 部 pareto 弱 有 效 解 的 最 优 性 条 件 意 义 不 大 ,因为 此 时 
式 中 和 目标 函数 没有 关系 .因此 ,为 保证 * 取 0, 采 用 附加 约束 规格 . 
设 标量 哨 数 优化 问题 


(P) min f(x) (7.7.27) 
其 中 X= {xEE"|g(zr)R0,i=1,2,.…,m; 


h(xz)=0, j=1,2,.…,s| 

引 理 7.4 设 f(z) 连续 可 微 ,车 TE X 是 问题 (P) 的 最 优 解 , 则 
Vf(z)ELT(X,E)]. 

证 ”由 正法 锥 定义 知 ,只 须 证 明 对 于 Vd ET(X,z), 都 有 
dT Vv f(z)>0. 

对 于 YdET(X, 天 ), 由 切 锥 定义 知 存在 收 伍 于 三 的 序列 
XEX 及 at>0,k=1,2,… ,使 

at(zt -Ez)>d (ko%) 
又 因为 ”f(z) 连 续 可 微 ,于 是 
f(x)= f(z)+ (rz) f(z)tel (xi) | 

其 中 se>0 (kk 一 吕 ), 于 是 

at[f(xt)~ f(z)]= [at(xt— EE)] Vf/(z)+erl (x —z) 1 
两 边 取 有 一 中 时 的 极限 ,注意 到 z 是 问题 的 极 小 点 . 
于 是 有 OSlimat[/(z)- f(z)]= dV f(z) 


226 一 一 运筹 学 理论 基础 


即 VE)E[LTCX 天)]” 证 毕 . 
引 理 7.5 设 f(x),gi(x) (=12, pm) ,jz) =1， 
2,…,s) 连 续 可 微 ,EX, 则 Z' (XX,z) 门 2:(X,z)= 0 的 充 要 条 件 
”是 存在 向 量 xER”,TER', 使 
V f(z)T+arTV g(z)+TrVh(z)=0 (7.7.28) 
zg(z)=0 (7.7.29) 
z 之 0 (7.7.30) 
证 显然 Z'(X,z) 关 ,因此 Z'(X,z) 门 Z:(X,z) = 9 的 充 
要 条 件 是 :对 于 满足 不 等 式 组 


OY gi(T)>0 
[eee (7.7.31) 
-dTVvh(z)>0 
的 每 一 个 4d, 必 有 dT Vv f(z)20 (7.7.32) 


由 Farkas 定理 知 ,对 任意 满足 式 (7.7.31) 的 d 式 (7.7.32) 成 立 
的 充 要 条 件 是 :存在 之 0,5 之 0, 可 之 0 使 

Vf/(z)=- 和 2 HV gi(z)+ 之 (V’— VV h(x) 

当 7 EI(z) 时 , 令 天 =0, 再 令 5=0°— z ,得 

Vf/(i)i+alVeg(i)+ VIVA(z)=0 
gi(z)=0 (i=1,2,…,m) 
云 之 0. 证 毕 . 
定理 7.18 (标量 函数 优化 的 广义 多 - 工 必要 条 件 ) 

设 f(z),g(z)(i=1,2,…,m) ,hj(z),(j 三 1,2,…,s) 连 续 可 
微 ,z EX 是 问题 (P) 的 最 优 解 , 且 X 满足 约束 规格 [2 (X,z)]* = 
TC(X,z)]*, 则 必 存 在 向 量 喜 = (zw,… ,zs)' ,T= (51,… ,5,) 使 

Vf/(i)T+aurvVg(i)+T  Vh(z)=0 (7.7.33) 
nigi(z)=0 (i=1,2,…,m) (7.7.34) 
云 之 0. (7.7.35) 

证 由 引 理 7.4 和 KK-~ 全 约束 规格 定义 知 
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Vf(z)E[T(X,z)]' ={[2Z (X,7z)]! 
和 VdE€2Z'(X,) ,由 正切 锥 定义 有 dTVf(z) 之 0, 即 有 
Z(X,z)NZ(X,E)= 0 


其 中 Z(X,T)= {dE€EE"|ldTy GE)<0| 
再 由 引 理 7.5 知 , 式 (7.7.33) 一 式 (7.7.35) 成 立 . 证 毕 . 
令 f(z)=(fi(z), ,f(x)), 


g(x)=(g1(z),…, gn(T)), 
h(x)= (h(x), ,h(xr)), 
作 辅 助 规划 
(sp(£))ming( zx)= > fi(x) (7.7.36) 
其 中 X ={fzEXlIAFz) 委 2) 
定理 7.19 (向 量 优化 的 K-- 人 必要 条 件 ) 设 向 量 函 数 / 
(xz),g(x),h(z) 在 2€EX 处 连续 可 微 , 且 在 相应 辅助 规划 (sp (2)) 
的 约束 集 xz* 上 满足 K -本 约束 规格 [Z'(X’,2)]*=[T(X’,z)]'， 
车 x 是 (VP) 的 有 效 解 , 则 存在 4EE?,iEE”,TEE’ 使 
ATVf(2)+HTVg(£)+o Yh(£)=0 (7.7.37) 
zTg(£)=0 (7.7.38) 
A>0,z>0. (7.7.39) 
证 作 辅 助 规划 (sp(2)) 的 Lagranse 函数 为 


L(xz,A,u,v)= 2 fi(x)+ 2 A[fix) -f(z2)]+ 


nt 


2 ugi(x)+ 3 vahi (zr) 


相应 梯度 为 


VL(z,A,u,v)= > (1+A)Vfi(z)+ > wvVe(z)+ 


> veVhi (zx) 
因为 z 是 (VP) 的 有 效 解 , 不 难 证 明 zz 必 是 (sp(z)) 的 最 优 解 .又 因 
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为 (sp(E)) 的 约束 集 X 满足 K-T 工 约 束 规 格 , 由 定理 7.17 知 , 必 存 
在 4; 宇 0,2 之 0,5 使 


DY OEDV + Da vag)+ D) svh(z)=0 


(7.7.40) 
DY RL) f+ > igi(#)= Da vg(2)=0 
(7.7.41) 


A;20,20(i=1,2,,p;j=1,2,…,m) (7.7.42) 
A:=1+A; (i=1,2,.…,p); 
j= 丰 (j=1,2,.… ,7); 
De =D, (k=1,2,.…,s). 
显然 >0,a 宇 0, 于 是 式 (7.7.40) 一 式 (7.7.42) 又 表示 为 


AIVAF(z)+EIVg(E)+5IVA(Z)=0 (7.7.43) 
AT[AFCz) -ACEz)]+zrg(Z)+5TIACZ)=0 (7.7.44) 
A>0,i20 (7.7.45) 


故 有 式 (7.7.37) 一 式 (7.7.39) 成 立 , 即 
XIVFCz)+5EIVgCZ)+5ITVAZC)=0 
zig(Z)=0 
A>0,720 成 立 . 证 毕 . 


7.7.3 一 阶 充分 条 件 


(VP) 问 题 的 一 阶 充分 条 件 尽 管 有 多 种 ,但 都 包含 了 某 种 凸 性 假 
设 , 下 面 介 绍 最 常用 的 一 阶 充分 条 件 . 
定理 7.20 设 zEX, 存 在 AER?\ 101,uER?Y 和 wvER;, 使 
得 式 (7.7.37) 一 式 (7.7.39) 满 足 . 如 果 范 数 
F(x)= >》 ， Arfr (x)+ > uigi(T)+ > vjhi(z) 


j= 


(7.7.46) 
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在 R" 上 凸 , 则 三 必 为 间 题 (VP) 的 一 个 pareto 弱 有 效 解 ; 若 1 >0, 则 
元 必 为 问题 (VP) 的 一 个 pareto 有 效 解 . 

证 由 于 (xz) 是 R" 上 的 凸 孙 数 且 YF(z)=0, 依 凸 函 数 的 性 
质 知 F(x) 之 F(z), VY xER". 特 别 地 对 于 VxEX, 有 


DAT)= FINE 2 Afiz) + 2 uigi(z)+t 2) vh(z) 
k= k=E i=1 j=1 
(7.7.47) 


由 于 当 xEX 时， > uigi( x)SE0, > vjh;( 工 ) =0, 故 


> Afi(z)S >» Mfi (zx), VIEX (7.7.48) 


先 设 A 关 0， 如 果 友 不 是 (VP) 的 一 -个 pareto 弱 有 效 解 ， 则 存在 z“EX 
和 eER4， ,使 得 /( 云 ) = F(Cz')+e. 因 为 ER4ANA10I, 故 
2 Afi (i)> 3 Arfi (zx) (7.7.49) 

这 与 式 (7.7.48) 了 矛盾 ,因此 大 为 pareto 弱 有 效 解 . 

若 和 >0, 则 类 似 上 面 的 证 明 可 证 三 为 问题 (VP) 的 一 个 pareto 
有 效 解 .证 毕 . 

推论 ” 设 每 个 /; 和 g; 为 R" 上 的 凸 函 数 ,每 个 及 为 R” 上 的 线 
性 仿 射 函 数 ,EX. 如果 存 在 和 ERs \ 10},xwER* 和 wvER:', 使 式 
(7.7.37) 一 式 (7.7.39) 成 立 , 则 码 为 问题 (VP) 的 一 个 pareto 弱 有 效 
解 ; 若 4>0, 则 为 (VP) 的 一 个 pareto 有 效 解 . 


习 是 


1. 设 多 目标 规划 问题 
max{fi(zx), f(x)| 
s.t. XEX=(r ,zr ,rz (4)) 
试 求 问题 的 有 效 解 与 弱 有 效 解 .其 中 fi (xz), f(z) 的 消 数 值 如 表 
7.10 所 示 . 
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2. 用 线性 加 权 和 法 求解 下 述 问题 


(1)max|2zx1 — zx2, — Xx1+3zx2| 


— Xi1+ x2S4 

Xi1+ x2 9 

Ss.t.4 ZI 5 

Z2 5 

Z1，Z2 之 0 

试 求 其 有 效 解 . 

(2)min{x*—2zx,— zx} 
s.t. 0 委 z 委 2 
试 求 其 弱 有 效 解 集 . 


3. 用 e 一 约束 法 求 习题 2,(1) 的 有 效 解 集 . 
4. 用 多 目标 单纯 形 法 求 有 效 解 (极点 ). 


(1)max!xz1+3zx;, 一 32z1 一 2z?} 


村 zi+ 才 za+ 2 =8 
1 
st45z1+Sz2 +x1™4 
Zi 十 397Z2 + xs=72 


xj 之 0,J =1,2,…… ,9 ; 
(2)maxj2zl 一 zy， 一 2Z1+2z2?| 
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Xl + X22 10 
Xl 3 


S.t. 
X27 7 


XI1isX2 之 0. 
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第 八 章 网 络 规划 


在 生产 实践 和 社会 生活 中 ,我 们 经 常会 遇 到 许多 网 络 ,例如 : 电 
子 网 .通信 网 .铁路 网 、 公 路 网 .煤气 管道 网 和 下 水 道 网 ,等 等 .从 某 种 
意义 上 说 ,现代 社会 就 是 一 个 由 各 种 网 络 组 成 的 复杂 网 络 系统 .网 络 
规划 就 是 研究 这 些 网 络 的 结构 和 管理 决策 问题 的 一 门 学 科 , 该 学 科 
在 最 近 20 一 30 年 中 得 到 了 迅速 的 发 展 ,目前 已 成 为 运筹 学 中 一 个 重 
要 的 分 支 .许多 网 络 规划 问题 可 以 用 本 书 前 面 介绍 的 线性 规划 模型 
来 描述 ,但 用 图 论 方法 来 处 理 ,往往 更 直接 和 明了 .本 章 中 ,我 们 首先 
介绍 图 的 一 些 基本 概念 ,然后 讨论 网 络 规划 中 四 类 主要 的 问题 , 即 最 
小 树 问题 最短 路径 问 题 、 最 大 流 问 题 和 最 小 费用 流 问 题 . 主要 讨论 
这 些 问题 的 数学 模型 和 算法 ,至 于 算法 的 复杂 性 不 给 出 详细 论述 . 


8$8.1 图 的 基本 概念 


8.1.1 有 向 图 和 无 向 图 


现实 世界 中 的 许多 现象 可 以 用 图 形 来 描绘 ,这 种 图 形 由 一 个 点 
集合 和 连接 这 个 点 集中 的 某 些 点 对 的 连 线 构成 .例如 ,在 火车 站 的 售 
票 厅 或 候车 室 里 ,我 们 常常 可 以 看 到 如 图 8.1 那样 的 一 张 铁 路 线 示 
意图 ,上 面 的 点 表示 车 站 ,连接 线段 表示 铁路 ,从 这 张 图 上 ,我 们 可 以 
了 解 到 铁路 连接 各 个 车 站 的 情况 .至 于 各 车 站 的 具体 位 置 铁路 线 的 
形状 是 否 符 合 实际 是 无 关 紧 要 的 .在 这 种 图 形 中 ,人 们 主要 感 兴趣 的 
是 :两 点 是 否 被 一 根 线 所 连接 ,而 连接 方式 则 无 关 紧 要 .这 类 现象 的 
数学 抽象 , 便 产 生 了 图 的 概念 . 
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图 8.1 


定义 8.1 图 是 由 表示 具体 事物 的 点 (顶点) 的 集合 V = ju， 
v2，"… ,vw | 和 表示 事物 之 间 关 系 的 边 的 集合 = {el,e2,…, em|} 所 
组 成 , 且 E 中 元 素 。 是 由 V 中 的 无 序 元 素 对 [vw, vw] 表示 , 即 e = 
[v; ,vj ,并 称 这 类 图 为 无 向 图 , 记 为 G=(V,E). 为 了 简便 起 见 , 以 
后 我 们 将 无 向 图 称 为 图 . 

任何 一 个 图 G=(V,E) 可 以 用 一 个 几何 图 形 来 表示 ,在 保持 图 
的 点 和 边 的 关系 不 变 的 情况 下 ,图形 的 位 置 , 大 小 .形状 都 是 无 关上 紧 
要 的 .因此 ,在 图 的 讨论 中 ,我 们 常常 绘 出 图 的 一 个 几何 形状 ,并 且 把 
该 几何 形状 作为 这 个 图 的 本 身 . 以 后 ,我 们 将 用 圆 点 (或 圆圈 ) 表 示 
点 , 称 为 节点 ,用 线 表示 边 .为 了 便于 理解 ,在 以 后 的 讨论 中 ,直接 对 
几何 图 形 进行 讨论 . 

定义 8.2 (1) 节 点 和 关联 边 :车 e; = [vi,v]€E, 则 称 点 vi, v) 
是 边 e; 的 节点 , 边 ei 是 点 wz 的 关联 边 . 

(2) 相 邻 点 和 相 邻 边 :同一 条 边 的 两 个 端点 称 为 相 邻 点 ,简称 邻 
点 ;有 公共 端点 的 两 条 边 称 为 相 邻 边 ,简称 邻 边 . . 

(3) 多 重 边 和 环 :具有 相同 端点 的 边 称 为 多 重 边 或 平行 边 ; 两 个 
端点 落 在 一 个 顶点 的 边 称 为 环 . 

(4) 多 重 图 和 简单 图 :含有 多 重 边 的 图 称 为 多 重 图 ;无 环 也 无 多 
重 边 的 图 称 为 简单 图 .今后 我 们 所 研究 的 图 ,车 无 特别 说 明 , 都 是 指 
的 简单 图 . 

(5) 孤 立 点 :不 与 任何 一 条 边 相 关联 的 点 称 为 孤立 点 . 

例如 , 设 有 图 G=(V,E), 其 中 V= {fvi, vas v3 v4 oj ,下 = 
fe1,e2,e3,e4,65,e61, 边 与 点 的 关联 情况 由 表 8.1 给 出 . 
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4，01] 


G 的 几何 图 形 可 以 绘 成 图 8.2, 其 中 e, 和 es 为 平行 边 ;es 为 


环 ;vs 为 孤立 点 . 


应 当 注 意 ,图 论 中 所 谈 的 图 与 一 般 几 何 学 中 的 图 形 是 有 很 大 区 
别 的 .从 图 论 的 角度 去 考察 一 个 图 ,最 重要 的 事情 有 两 点 :第 一 ,该 图 
含有 哪些 节点 和 边 ;第 二 ,每 条 线段 与 哪 两 个 节点 相关 联 .对 于 一 些 
细节 问题 ,比如 点 和 线 的 准确 位 置 . 线 的 具体 形状 等 ,都 不 予 考虑 .由 
此 可 知 ,图 论 所 谈 到 的 图 并 不 是 真实 图 形 按 比 例 的 放大 和 缩小 ,线段 
不 代表 真正 的 长 度 ,对 直线 与 曲线 不 加 区 别 , 所 以 ,在 图 论 中 认为 图 
8.3 中 的 图 (a) 和 图 (b) 是 一 回 事 . 

定义 8.3 设 V=1vi,v2,…,v,| 是 由 个 顶点 组 成 的 非 空 集 
合 ,A = {el,e2,…,en| 是 由 m 条 边 组 成 的 集合 , 且 有 A 中 的 元 素 e; 
是 V 中 一 个 有 序 元 素 对 (vw,w), 则 称 V 和 A 构成 了 一 个 有 向 图 ， 
记 为 D=(V,A),e;= (wv;, wv) 表明 v; 和 也 分别 为 e 的 起 点 和 终 
点 , 称 有 方向 的 边 e; 为 弧 ( 在 图 中 用 带 有 箭头 的 线 表 示 ) 

例如 ,在 有 向 图 D=(V,A) 中 , 设 V= {vi, v2,"…, ve} ,A= 
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™ (a) 4 (b) 


图 8.3 


类 似 的 ,有 向 图 D=(V,A) 也 有 平行 弧 、 环 、 孤 立 点 、 简 单 图 等 
术语 .但 是 有 向 图 中 平行 统 要 求 有 相同 的 起 点 和 终点 ,因此 图 8.4 中 
的 ey 和 es 不 是 平行 弧 . 

本 章 所 说 到 的 有 向 图 ,车 无 特别 说 明 , 均 指 简 单 有 向 图 ,不 包含 
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环 , 也 不 包含 平行 弧 . 

定义 8.4 设 G(D) 是 一 个 图 (有 向 图 ), 若 对 G(D) 的 每 一 条 
边 ( 弧 ) 都 赋予 一 个 实数 , 称 为 这 条 边 ( 弧 ) 的 权 , 则 G(D) 连 同 其 边 
( 弧 ) 上 的 权 称 为 一 个 (有 向 ) 网 络 , 记 为 G=(V,E,W)(D=(V,， 
A,W)), 其 中 W 为 G(D) 的 所 有 边 ( 弧 ) 的 权 和 集合 .本 章 将 着 重 讨论 
网 络 上 的 各 种 最 优化 问题 . 


8.1.2 关联 矩阵 及 其 性 质 


网 络 优化 研究 的 是 网 络 上 的 各 种 规划 模型 与 算法 .为 了 在 计算 
机 上 实现 网 络 优化 的 算法 ,首先 我 们 必须 有 一 种 方法 在 计算 机 上 来 
描绘 图 与 网 络 . 这 里 我 们 介绍 计算 机 上 常用 的 描绘 图 与 网 络 的 一 种 
方法 :关联 矩阵 表示 法 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,首先 假设 G = (V,E) 是 一 个 简单 图 ,| V|= 
2 ,1E|= m 分 别 表示 图 的 顶点 个 数 和 边 的 条 数 , 并 假设 V 中 的 顶点 
用 自然 数 1,2,… ,x 表示 或 编导 ,E 中 的 弧 用 自然 数 1,2,…,m 表 
示 或 编号 . 

定义 8.5 一 个 简单 图 G=(V,E) 对 应 着 一 个 |V| x1|E| 阶 算 
阵 B= (bs 其 中 国 = | 着 和 人 , 则 称 瑟 为 G 的 
关联 矩阵 .图 8.5 的 关联 矩阵 为 


E12 €13 €14 €23 €25 634 €35 €45 
0 


10 0 0 0 
2I1 0 0 1 1 .00 0 
3I0 1 0 10 1 1 0 
4I0 0 10 0 10 1 
5l0 0 00 10 1 1 


同样 ,一 个 简单 有 向 图 D = (V, 有 A) 也 对 应 着 一 个 |V|ix1A| 阶 
1,3jE V,k=(i,j)EA, 
和 矩阵 B= (ba)nxm; 其 中 | IjE V,k=(j,i)EA, 则 称 
0, 其 他 . 
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B 为 DD 的 关联 矩阵 . 
图 8.6 的 关联 和 矩阵 为 


人 
bd 
| 
请 
1 
~ 
© 
性 
| 


怒 12 


5 多 


图 8.5 图 8.6 


从 上 述 可 以 看 到 ,在 关联 矩阵 中 ,每 行 对 应 于 图 的 一 个 顶点 ,每 
列 对 应 于 图 的 一 条 边 ( 弧 ) .如果 一 个 顶点 是 一 条 弧 的 起 点 , 则 关联 甜 
阵 中 对 应 的 元 素 为 1; 如 果 一 个 顶点 是 一 条 弧 的 终点 , 则 关联 答 阵 中 
对 应 的 元 素 为 - 1; 如 果 一 个 顶点 与 一 条 弧 不 关联 , 则 关联 矩阵 中 对 
应 的 元 素 为 0. 

定义 8.6 一 个 简单 图 G =(V,E) 的 点 i 的 度 是 指 G 中 与 点 i 
关联 的 边 数 , 记 为 心 , 则 有 di= 2J0n, 其 中 B=(64),xw 是 G 的 关 


联 和 矩阵 . 

定理 8.1 224i=2m ,其 中 m=|El. 

定义 8.7 一 个 简单 有 向 图 D=(V,A) 的 点 i 的 人 度 是 指 GG 
中 以 点 :为 头 的 弧 数 , 记 为 dF ;点 i 的 出 度 是 指 G 中 以 点 i 为 尾 的 
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弧 数 , 记 为 dz .于 是 有 di -di = 2》0i;, 其 中 B=(bi),xwm 是 G 的 


关联 矩阵 . 

定理 8.2 ”2》)dt =n= >d7 ,其 中 n=1V|. 

通过 以 上 叙述 我 们 可 以 看 出 ,关联 和 抢 阵 表示 法 非常 简单 直接. 
但 是 ,在 关联 和 抢 阵 的 所 有 nm 个 元 素 中 ,只 有 2m 个 为 非 零 元 . 如 果 
网 络 比较 稀疏 ,这 种 表示 法 会 浪费 大 量 的 存储 空间 .但 由 于 关联 和 矩阵 
有 许多 特别 重要 的 性 质 ,因此 关联 矩阵 在 网 络 优化 中 是 非常 重要 的 

对 于 网 络 中 的 权 ,我 们 也 可 以 通过 对 关联 和 抢 阵 的 扩 震 来 表示 . 例 
如 ,如 果 网 络 中 每 一 条 弧 赋 予 一 个 权 , 我 们 可 以 把 关联 和 矩阵 增加 一 
行 , 把 每 一 条 弧 所 对 应 的 权 存 储 在 增加 的 行 中 . 如果 网 络 中 每 一 条 绝 
赋予 多 个 权 ,我 们 可 以 把 关联 和 矩阵 增加 相应 的 行 数 , 把 每 一 条 弧 所 对 
应 的 权 存 储 在 增加 的 行 中 . 


8.1.3 路 和 树 


定义 8.8 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ,考虑 由 G 的 顶点 和 边 
交替 组 成 的 非 空 有 限 序 列 : Q = voeiviezv2e3… ektw .其 中 wo， 
zi 是 V 中 的 点 ,elyea :eg 是 EE 中 的 边 .如 果 miyu 恰好 
是 ei 的 端点 (1I 委 ; 委 4) , 即 e;=[v;-1;v;], 则 称 Q 是 一 条 连接 点 we 
和 vw 的 链 或 途径 . 

例如 ,如 图 8.7 所 示 在 图 G 中 ,Qi = {vi,el, v2,e2, v3,63, V4， 
edy zye2yoji 就 是 一 条 连接 vi 和 vs 的 链 . 


Yi el 


ve 
PJ 
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定义 8.9 设 Q 是 一 条 链 ,如 果 Q 中 的 边 都 互 不 相同 , 则 称 Q 
为 简单 链 . 如 果 Q 中 的 点 也 互 不 相同 , 则 称 Q 为 初等 链 . 

例如 上 述 的 Qi 就 不 是 一 条 简单 链 , 因 为 e, 在 Qi 中 出 现 两 次 ， 
而 Qs= {vi,e1,v2,e2,v3,63，;vV4;64，v2| 是 一 条 简单 链 , 但 不 是 初等 
链 , 因 为 wz 出 现 两 次 . 易 知 Qi = {vi,e1, v2,e2,v3,e3,v4| 是 初等 
链 . 

定义 8.10 若 链 Q 中 有 wo= wi, 则 称 Q 为 闭 链 ,否则 称 为 开 
链 . 

在 简单 图 中 , 任 一 条 链 实际 上 为 其 全 部 点 或 边 的 排列 次 序 所 决 

定 , 因 此 ,为 表示 一 条 链 , 可 以 只 依次 地 写 出 链 中 的 各 边 或 各 点 . 例 
如 ,上 述 链 Qi 可 以 写成 Qi = {v1,v2,v3,v4| ,或 Q3= {el,ez,e3l. 

定义 8.11 (1) 路 :顶点 不 重复 出 现 的 链 称 为 路 . 

(2) 回 路 :一 条 闭 的 链 称 为 回路 . 

(3) 通 路 :一 条 开 的 初等 链 称 为 通路 . 

(4) 简 单 回路 和 初等 回路 : 若 回路 中 的 边 都 互 不 相同 , 则 称 为 简 
单 回路 ; 若 回路 中 的 边 和 顶点 都 互 不 相同 , 则 称 为 初等 回路 或 圈 . 

定义 8.12 若 图 G 中 任意 两 个 不 同 点 之 间 都 有 一 条 路 连接 ， 
则 称 G 为 连通 图 ,否则 称 为 不 连通 图 . 

本 章 以 后 讨论 的 图 , 除 特殊 声明 外 ,都 是 指 连通 图 . 

定义 8.13 (1) 子 图 : 设 G1 = {Vi, E11 ,Gs= | Vz, sj ,如 果 
Vi 守 总 ;又 El 忆 Ez, 则 称 Gi 为 G2 的 子 图 . 

(2) 真 子 图 :车 VICV2,EICE2, 即 Gi 中 不 包含 G 中 的 所 有 
的 顶点 和 边 , 则 称 G1 是 G; 的 真子 图 . 

(3) 部 分 图 : 若 Vi= Vi,EiCE,, 即 G1 中 不 包含 Gs 中 所 有 的 
边 , 则 称 G1 是 G; 的 一 个 部 分 图 . 

(4) 支 撑 子 图 : 若 G; 是 G; 的 部 分 图 , 且 Gi 是 连通 图 , 则 称 G1 
是 G; 的 支撑 子 图 . 

(5) 生 成 子 图 : 若 G1 是 G2 的 真子 图 , 且 Gi 不 是 连通 图 , 则 称 
Gi 是 G; 的 生成 子 图 . 

例如 ,在 图 8.8 中 ,图 (b) 是 图 (a) 的 真子 图 ,图 (c) 是 图 (a) 的 部 
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分 图 ,图 (d) 是 图 (a) 的 支撑 子 图 ,图 (e) 是 图 (a) 的 生成 子 图 . 


在 有 向 图 的 讨论 中 ,类 似 无 向 图 ,可 以 对 链 的 概念 进行 定义 ,只 
是 在 无 向 图 中 , 链 与 路 、 闭 链 与 回路 的 概念 是 一 致 的 ,而 在 有 向 图 中 ， 
这 两 个 概念 却 不 能 混为一谈 .概括 地 说 ,一 条 路 必定 是 一 条 链 . 然而 
在 有 向 图 中 ,一 条 链 未 必 是 一 条 路 ,只 有 在 每 相 邻 的 两 弧 的 公共 节点 
是 其 中 一 条 弧 的 终点 ,同时 又 是 另 一 条 弧 的 起 点 时 ,这 条 链 才 能 叫做 
一 条 路 . 

定义 8.14 设 图 G=(V,E), 且 G 是 一 个 无 圈 的 连通 图 , 则 称 
G 为 树 . 

例如 图 8.9 中 的 图 (a)、 图 (b) 都 是 树 . 

易 知 , 树 具有 下 列 性 质 : 

性 质 8.1 树 的 任意 两 个 顶点 之 间 恰 好 有 一 条 初等 链 相 连接 . 

性 质 8.2 在 树 中 任意 去 掉 一 条 边 后 , 便 得 到 一 个 不 连通 的 图 . 

性 质 8.3 ”在 树 的 任意 两 个 顶点 u,v 之 间 , 添 加 一 条 新 的 边 
[u,v] 后 ,相应 的 无 向 图 恰好 有 一 个 初等 圈 . 

性 质 8.4 树 的 边 数 恰好 等 于 树 的 项 点数 减 1. 

定义 8.15 若 工 是 G 的 一 个 支撑 子 图 , T 为 一 棵 树 , 则 称 了 
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(b) 


是 G 的 一 棵 支撑 树 . 如 图 8.10 中 的 .G: 和 Gs 是 G1 的 支撑 树 . 
站 全 ， MM » 风 Vs 
vy Vv | ] Vv | 
A 马 i 
G» G3 
图 8.10 


可 以 证 明 任 何 连通 图 都 有 支撑 树 .事实 上 , 设 G 为 一 连通 图 ,车 
G 无 圈 , 则 G 已 是 树 , 也 是 它 自身 的 支撑 树 ; 若 G 有 圈 , 则 任 取 一 
圈 , 去 其 一 边 , 便 得 G 的 一 支撑 子 图 G1. 车 G1 是 树 , 则 G1 就 是 G 
的 支撑 树 ;否则 ,在 G1 中 任 取 一 图 ,去 其 一 边 ,又 得 到 G 的 一 连通 
的 支撑 子 图 G, .如 此 继续 下 去 ,最 后 必 可 以 得 一 无 圈 的 连通 支撑 图 ， 
即 G 的 一 棵 支撑 树 . 


$8.2 最 小 支撑 树 问 题 
最 小 树 是 网 络 最 优化 中 一 个 重要 的 概念 ,最 小 树 在 交通 网 、 电 力 


网 .电话 网 、 管 道 网 等 设计 中 均 有 广泛 的 应 用 ,本 节 主 要 讨论 最 小 树 
的 性 质 与 求 最 小 树 的 几 种 算法 . 
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8.2.1 最 小 支撑 树 及 其 性 质 


定义 8.16 给 定 一 个 无 向 网 络 G=(V,E,W), 对 于 G 的 每 条 

边 eEE, 将 e 上 的 权 记 为 w(e), 设 ww(e) 之 0, 对 G 的 每 一 棵 支撑 

树 芽 ,定义 工 的 权 W(T)= 2)w(e).W(T) 取 最 小 值 的 支撑 树 , 称 
ET 


为 G 的 最 小 支撑 树 ,简称 为 G 的 最 小 树 . 

许多 实际 问题 都 可 以 归纳 为 求 某 个 无 向 网 络 的 最 小 树 . 

例如 ,我 们 打算 在 城市 v1, vi,,…, vw 间 铺 设 通讯 电缆 . 由 于 种 
种 原因 ,在 某 些 城市 对 之 间 不 能 直接 铺设 电缆 (例如 距离 太 远 或 中 间 
有 不 可 超越 的 障碍 等 ) ,这 样 我 们 就 得 到 一 个 网 络 C,G 的 顶点 代表 
这 些 城市 ,在 每 一 对 允许 铺设 电缆 的 城市 (vw;, wj) 之 间 连 接 一 条 边 
ej ,假设 在 城市 w 和 w 之 间 的 铺设 电缆 的 费用 为 wii = w(ei) .现在 
考虑 怎样 铺设 电缆 , 既 能 将 所 有 的 城市 都 连接 起 来 ,又 使 所 花 的 总 费 
用 最 少 . 这 个 问题 就 可 以 归结 为 求 G 的 最 小 树 . 因 此 ,最 小 树 问 题 有 
时 也 叫 最 小 连接 问题 . 

在 介绍 网 络 最 小 树 的 具体 算法 之 前 ,我 们 先 来 讨论 网 络 的 支撑 
树 及 最 小 树 的 一 些 性 质 . 首 先 给 出 图 的 割 集 的 概念 . 

定义 8.17 对 于 图 G=(V,E). 设 e 是 G 的 一 条 边 ,假如 G 是 
连通 的 ,但 去 掉 e 后 ,G - e 是 不 连通 的 , 则 称 e 是 G 的 割 边 . 

不 是 所 有 的 图 都 有 割 边 , 割 边 与 图 中 的 圈 的 概念 有 密切 联系 . 容 
易 证 明 , 图 的 割 边 一 定 不 在 图 的 任何 轿 上 ,而 一 条 边 不 是 割 边 , 该 边 
一 定 属于 图 的 某 一 个 圈 . 例如 图 8.11 中 {2,4} 和 和 {16,7i 都 是 割 边 ， 
14,51 和 {5,6} 都 不 是 割 边 . . 

把 割 边 的 概念 加 以 推广 ,就 得 到 边 割 的 概念 ， | 

定义 8.18 设 E' 是 E 的 子 集 ,如 果 G 连通 而 G 一 EE' 不 连通 , 则 
E’ 称 为 G 的 一 个 边 割 . G 的 极 小 边 割 称 为 G 的 割 集 (所 谓 E 是 G 
的 极 小 边 割 ,是 指 巨 ' 是 G 的 边 割 ,但 E' 的 任何 真子 集 都 不 是 G 的 边 
割 ). 

显然 , G 的 割 边 是 一 个 割 集 ,而且 G 的 任何 边 割 都 至 少 包含 一 
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图 8.11 


个 G 的 割 集 . 

由 以 上 叙述 可 知 ,支撑 树 加 上 一 条 割 边 后 包含 一 个 惟一 的 圈 ; 支 
撑 树 删 去 一 条 割 边 后 形成 两 棵 子 树 , 图 中 两 个 端点 分 属于 两 棵 子 树 
的 弧 形 成 一 个 割 . 下 面 我 们 介绍 两 个 最 小 树 的 充 要 条 件 ,一 个 是 所 谓 
的 “ 割 最 优 和 条件”, 另 一 个 是 所 谓 的 “ 圈 最 优 条 件 " 当 然 , 这 两 个 条 件 本 
身 是 等 价 的 . 

定理 8.3 生成 树 人 * 是 最 小 树 的 充 要 条 件 是 :对 T* 中 的 任何 
一 条 弧 , 将 该 弧 从 个 * 中 删除 后 形成 的 割 集中 ,该 弧 为 最 小 弧 . 证 毕 . 

证 ”必要 性 :用 反 证 法 证 明 . 设 T* 是 最 小 树 , 对 T* 中 的 任何 
一 条 弧 e ,将 该 弧 从 TT* 中 删除 后 形成 的 荐 中 ,如 果 该 弧 不 是 最 小 弧 ， 
设 最 小 弧 为 e ,此 时 , T* +e’--e 也 是 生成 树 ,但 它 的 权 比 T* 更 
小 ,这 与 工 * 为 最 小 树 矛 盾 . 因 此 , 弧 e 是 割 中 的 最 小 弧 . 

充分 性 : 设 T* 是 生成 树 并 满足 定理 中 的 条 件 , 但 不 是 最 小 树 . 
设 最 小 树 为 T?, 那 么 T* 中 至 少 有 一 条 强 (i,j) 7T". 将 (i,j7) 从 
T* 中 删除 后 产生 一 个 割 , 记 为 LS,S], 如 图 8.12 所 示 . 将 (i,;) 加 入 
T? 后 必然 产生 一 个 圈 ,该 图 必然 包含 一 条 与 (ij) 不 同 的 弧 (E，:) 
E(S, 引 ). 根 据 定理 的 条 件 , rwg 委 ww; 又 由 于 T 为 最 小 树 , 所 以 
wn 过 ws ,于 是 只 能 有 wj = zuu :因此 ,To+ (7 让- (7) 也 是 最 小 
树 ,并 与 T* 有 更 多 的 公共 弧 . 重 复 这 一 过 程 , 最 后 可 以 将 最 小 树 T? 
变 为 T* ,因此 T* 也 是 最 小 弧 . 证 毕 . 

定理 8.4 生成 树 T* 是 最 小 树 的 充 要 条 件 是 :对 属于 G 但 不 
属于 T* 的 任何 一 条 统 , 将 该 弧 加 入 T* 中 后 形成 的 图 中 ,该 弧 为 最 
大 弧 . 


244 运筹 学 理论 基础 


图 8.12 


证 ”必要 性 ;与 定理 8.3 的 证 明 类 似 ,必要 性 很 容易 用 反 证 法 证 
明 . 设 工 * 是 最 小 树 ,对 属于 G 不 属于 工 " 的 任何 一 条 弧 。, 将 该 弧 加 
和 人 “中 后 形成 的 图 中 ,如 果 该 弧 不 是 最 大 弧 , 设 最 大 弧 为 .此 时 ， 
T +e-e 也 是 生成 树 , 但 T +e 一 e 的 权 比 T 更 小 ,这 与 个 "为 
最 小 树 矛 盾 . 因此 , 弧 。 是 圈 中 的 最 大 弧 . 

充分 性 : 设 T* 是 生成 树 并 满足 定理 8.4 中 的 条 件 .对 任意 一 条 
弧 (i,j)ET* ,将 (i,7) 从 TT* 中 删除 后 产生 一 个 割 , 记 为 [S,51, 并 
设 iES,JES. 考 虑 割 中 任何 一 条 与 (i 7) 不 同 的 弧 (A,L)E 
(S,5), 则 (k,1) 筷 工 * .根据 该 定理 条 件 , roy 所 zwuw，, 即 定理 8.3 中 
的 条 件 也 成 立 , 于 是 T* 是 最 小 树 .证 毕 . 


8.2.2 最 小 树 算法 


本 节 将 介绍 求解 最 小 树 问 题 的 几 个 重要 算法 ,其 理论 基础 就 是 
上 节 介 绍 的 “ 割 最 优 条 件 " 和 * 圈 最 优 条 件 ”. 我 们 所 要 介绍 的 三 种 算 
法 有 一 个 共同 的 特点 :算法 开始 时 假设 某 支撑 子 图 T 的 弧 集合 为 空 
集 , 算 法 运行 过 程 中 不 断 将 一 些 弧 加 和 到 子 图 中 ,并 且 每 次 加 和 工 
中 的 弧 都 会 成 为 最 后 找到 的 最 小 树 的 一 员 , 而 不 会 再 从 人 中 退出 . 
具有 这 种 特点 的 算法 称 为 贪心 算法 ,也 就 是 说 ,本 节 中 所 要 介绍 的 算 
法 都 属于 贪心 算法 . 

1.Kruskal 算法 

Kruskal 算法 是 由 Kruskal 于 1956 年 提出 的 ,尽管 该 算法 的 效 
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果 不 太 好 ,但 代表 一 种 典型 算法 思想 .其 基本 思想 是 每 次 将 一 条 权 最 
小 的 弧 加 入 子 图 人 中 ,并 保证 不 形成 圈 . 也 就 是 说 ,如 果 当 前 弧 加 入 
后 不 形成 圈 , 则 加 入 这 条 弧 ;如果 加 入 后 会 形成 圈 , 则 不 加 入 这 条 弧 ， 
并 考虑 下 一 条 弧 . 当 子 图 中 弧 的 条 数 为 2 -1 时 ,就 得 到 了 最 小 树 . 
Kruskal 算法 具体 步骤 如 下 : 

Step 1. 把 G 的 弧 按 照 权 由 小 到 大 的 顺序 排列 , 即 w (ei) 专 
w(e2) Rw(en); 令 i=1,;=0,T= 99. 

Step 2. 判断 工 Ue; 是 否 含 圈 , 若 含 圈 , 转 Step3 ,否则 转 Step 4. 

Step 3. 令 i1:=i+1, 右 i 和 mm, 转 Step2; 否 则 结束 ,此 时 G 不 连 
通 , 所 以 没有 最 小 树 . 

Step 4. 令 T:=TUe,j:=j+1, 若 j:=x 一 1, 结 束 ,TT 是 最 小 
树 ;否则 转 Step2. 

根据 定理 8.4, 很 容易 证 明 Kruskal 算法 的 正确 性 ,下 面 给 出 一 
个 具体 计算 例子 . 

例 1. 试用 Kruskal 算法 计算 如 图 8.13 所 示 的 网 络 最 小 树 . 

首先 对 各 条 绝 按 照 权 由 小 到 大 的 顺序 排列 : 

(1,2),(1,3),(2,3),(4,5),(2,5),(2,4),(3,4),(3,5). 然 后 按 
顺序 将 这 些 狐 加 和 工 中 :顺序 加 入 (1,2)、(1,3) 时 不 会 形成 图 ,但 进 
一 步 加 入 (2,3) 时 形成 圈 , 此 时 (2,3) 不 加 入 工 中 ;进一步 加 人 
(4,5)、(2,5) 时 不 形成 圈 , 此 时 了 中 已 经 包含 4 条 绝 ,实际 上 已 经 得 
到 了 最 小 树 (如 图 8.13(a)), 最 小 树 的 权 为 8. 

2.Prim 算法 

Prim 算法 又 称 “ 边 割 法 ”, 是 由 Prim 于 1957 年 提出 的 .该 算法 
从 网 络 G = 《V ,E,W) 的 任何 一 个 顶点 开始 ,不 断 扩展 一 棵 子 树 
T= (S,Eo), 直 到 S 包含 原 网 络 的 全 部 顶点 ,得 到 最 小 树 工 . 具体 
地 说 ,就 是 在 Eo 中 每 次 增加 一 条 骂 ,使 得 这 条 统 是 由 当前 子 树 节 点 
集 S 及 其 补 集 所 形成 的 边 割 [S,51 的 最 小 张 .可 见 ,Prim 算法 与 
Kruskal 算法 一 样 也 是 一 种 贪心 算法 , 即 加 入 下 中 的 弧 不 再 退出 .但 
Prim 算法 与 Kruskal 算法 不 同 的 是 ,在 算法 运行 过 程 中 ,Prim 算法 
只 保持 一 棵 子 树 . Prim 算法 的 具体 步骤 如 下 : 
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图 8.13 


Step 1. 设 是 V 中 的 任意 一 个 顶点 , 令 S= {v1 ,Eo= 9. 

Step 2. 若 S$= V ,结束 ,T=(S ,Eo) 为 最 小 树 ,否则 转 Step3. 

Step 3. 若 [S,S]= , 则 G 不 连通 ,结束 ;否则 , 设 w(e")= 
min w(e), 其 中 e*=(vi,v2),v1IES,v.E5. 令 S:=SU fv,j，, 


e€LS.S] 
Eo:= EoU fe |, 转 Step 2. 

根据 定理 8.3, 很 容易 证 明 Prim 算法 的 正确 性 .下 面 给 出 一 个 
具体 的 例子 . 

例 2. 试用 Prim 算法 计算 图 8.13 所 示 网 络 的 最 小 树 . 

选择 节点 1 为 起 始 节 点 , 即 令 S= 11}, 则 [S,5S]j 中 的 最 小 弧 为 
(1,2), 首 先 加 入 工 中 ,此 时 S= 11,2),[S,35] 中 的 最 小 强 为 (1,3)， 
将 (1,3) 加 入 工 中 .此 时 S=11,2,3j ,LS,S] 中 最 小 弧 为 (2,5) .将 
(2,5) 加 入 工 中 ,此 时 S= 1,2,3,5j,[S,S] 中 的 最 小 弧 为 (4,5). 
将 (4,$) 加 入 开 中 .此 时 已 经 得 到 了 最 小 树 . 可 以 看 出 与 用 Kruskal 
算法 得 到 的 最 小 树 相 同 ,只 是 各 条 统 加 入 TT 的 先后 顺序 不 一 样 . 

3.Dijkstra 算法 

Dijkstra 算法 是 Dijkstra 于 1959 年 提出 的 ， 是 一 种 特殊 形式 的 
Prim 算法 .其 基本 思想 是 : 对 于 5 中 的 每 一 个 顶点 v， 赋 予 两 个 
数值 (通常 称 为 “标号 ")， 一 个 是 距离 标号 4 (wv)， 记 录 的 是 顶 
点 v 到 集合 S 的 “距离 ”， 即 边 割 [S，S] 中 以 v 为 一 个 端点 的 
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最 小 弧 的 费用 ; 另 一 个 是 前 趋 标号 (vv)， 记录 的 是 边 割 [ S， 
S] 中 以 wv 为 端点 的 最 小 弧 的 另 一 个 端点 .有 了 这 两 个 标号 ， 寻 找 
边 割 中 的 最 小 弧 就 变 得 容易 了 ， 即 只 需要 计算 j* = arg min fd 
(1): JES (这 里 arg 表示 取得 最 小 值 时 所 对 应 的 参数 j; 的 值 )， 
这 时 ， 需 要 加 入 Eu 中 的 弧 是 (p (7*),j), 并 将 j* 从 5S 中 删 
除 ， 加 入 到 S 中 . 然后， 对 于 S 中 的 每 一 个 顶点 v 修改 标号 ， 但 
注意 到 只 有 当 vw 与 项 点;" 相 邻 时 ， 其 标号 才能 变更 ， 所 以 这 样 的 
顶点 v 才 需要 修改 标号 . Dijkstra 算法 步 台 如 下 : 

Step 1. 设 了 = 11,2, ,2 ,并 记 弧 (7 上 的 权 为 wi, 令 S= 
{11, Eo= @ ,dj;= wi. 

Step 2. 选取 d=min|dj:j ESI= wij(iE€S,j" ES), 车 找 
不 到 这 样 的 节点 , 则 G 不 连通 ,结束 ;否则 , 令 S: = SU |},Eo:= 
EoU {1(i,;")}. 

Step 3. 若 S= V, 结 束 . 工 =(S,Eo) 为 最 小 树 ;否则 令 dj): = 
minf di ,zi JES, 转 Step 2. 

例 3. 试用 Dijkstra 算法 求 如 图 8.13 所 示 网 络 的 最 小 树 ,其 从 
代 过 程 如 图 8.14 所 示 . 
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此 时 与 用 前 面 的 算法 所 得 到 的 支撑 树 虽 稍 有 不 同 ,但 其 权 仍 是 
8 ,这 告诉 我 们 ,一 个 图 的 最 小 支撑 树 可 以 不 止 一 个 ,但 它们 的 权 是 相 
等 的 。 


38.3 最 短路 问题 


最 短路 问题 是 网 络 优化 中 一 个 相对 基本 而 又 非常 重要 的 问题 . 
首先 ,这 一 问题 在 实际 生产 和 生活 中 经 常会 遇 到 ,许多 实际 问题 都 可 
以 转化 为 最 短路 问题 ;其 次 ,这 一 问题 相对 比较 简单 ,其 有 效 算 法 经 
常 在 其 他 网 络 优化 问题 中 作为 子 算法 调用 . 


8.3.1 最 短路 问题 的 数学 描述 


定义 8.19 给 定 一 个 网 络 史 = (V,A,W), 对 网 络 的 每 条 强 
ai;€ A, 给 定 权 w= w(ai), 对 D 中 的 任意 一 条 路 P ,定义 PP 的 长 度 
(或 者 已 的 权 ) 为 : W(P) = >)m(ai). 

a.€P 


类 似 地 ,可 以 定义 网 络 中 有 向 图 和 有 向 链 的 长 度 .在 实际 问题 和 
理论 研究 中 ,我 们 经 常 需要 求 出 给 定 网 络 的 某 些 点 对 之 间 的 最 短 有 
向 路 的 长 度 ,这 一 类 问题 称 为 最 短路 问题 . 

本 节 中 假定 网 络 中 所 有 弧 的 权 都 是 正 的 .在 网 络 D 中 取 定 一 点 
vo ,考虑 从 vo 到 网 络 所 有 其 他 各 点 的 最 短路 . 

因为 网 络 中 所 有 弧 都 是 正 的 ,所 以 网 络 中 所 有 图 的 长 度 大 于 0. 
我 们 知道 ,vo 到 vw; 的 每 一 条 链 或 者 是 一 条 路 ,或 者 可 以 分 解 为 从 vo 
到 vw 的 一 条 路 再 加 上 若干 个 圈 . 因此 网 络 中 从 vo 到 六 的 最 短 链 ， 
一 定 也 是 网 络 中 从 vo 到 v; 的 最 短路 ,这 样 我 们 可 以 得 到 下 面 的 定 
理 . 

定理 8.5 ”如 果 网 络 D 中 的 每 个 图 的 长 度 非 负 , 则 D 中 每 一 条 
链 的 长 度 不 小 于 相应 的 最 短路 的 长 度 , 而 且 D 中 每 条 最 短路 的 子路 
也 是 最 短路 . 

证 DD 的 每 个 圈 的 长 度 非 负 ,根据 上 述 分 析 , 定 理 的 第 一 部 分 
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显然 成 立 .万 的 每 一 条 最 短路 也 是 万 的 一 条 最 短 链 . 设 P(vwi, wv,) 是 
D 中 从 vi 到 vw; 的 一 条 最 短路 , P(wv;3,v4) 是 P(wvi,wv,) 的 一 段子 路 ， 
P(vi,v2) 可 以 分 为 三 段子 路 的 和 , 即 

P(vi,v2)= Pv ,v3)UP(v;3, v4) UP(v, oz) 

如 果 P(wv, vw) 不 是 D 中 的 最 短路 , 则 我 们 找到 D 中 的 路 

P(v3,v4),P(v3,v4) 的 长 度 小 于 P(v;3,va). 这 样 ,D 中 的 链 
P'(vi,v2) = P(vi, v3) UP (v3, va) UP( vw, v2) 
的 长 度 小 于 P(wvi, vi). 这 与 P(wvi, vz) 是 最 短路 耶 盾 ,因此 

P(wv;,v4) 也 是 最 短路 .证 毕 . 

为 了 讨论 的 方便 ,我 们 假定 网 络 万 任意 两 点 间 都 有 弧 ,如 果 原 
来 没有 弧 ,我 们 就 增加 一 条 权 为 + % 的 弧 . 显 然 这 样 增加 后 ,不 影响 
我 们 对 最 短路 问题 的 讨论 . 

设 网 络 DD 中 顶点 vo 到 所 有 其 他 顶点 的 最 短路 长 度 按 大 小 排列 
为 :2 有 委 由 委 岂 委 … 委 网 ,其 中 wo =0, 表 示 vo 到 本 身 的 最 短路 长 
度 .下 面 我 们 来 分 析 一 下 它们 的 特点 ,从 而 找 出 一 个 较 好 的 算法 . 

假定 Po, Pi,…,P; 分 别 代表 对 应 的 最 短路 (虽然 我 们 现在 还 不 
知道 这 些 路 的 终点 究竟 是 哪些 顶点 ), Po 由 一 个 顶点 组 成 ,我 们 说 
Pi 一 定 只 有 一 条 弧 . 因 为 如 果 P; 有 两 条 弧 ,例如 Pi = (vo,wv;)U 
(wi;9);, 则 P= (wo ,wi) 的 长 度 比 Pi 更 小 ,这 与 P; 是 除 Po 外 最 小 
的 最 短路 矛盾 . 记 So = {vo}),To=V- So, 则 wu1= mip [wvo, 


vi)| , 取 达 到 上 述 最 小 值 的 点 为 vi, 因此 Pi = P(wvo, vi). 

假定 wo, ui, … ,ug 的 值 已 求 出 ,对 应 的 最 短路 分 别 为 Pi = 
P(vo,vi) ,P= Plvo, v2), ,Pe = P(vo, vi), 并 记 Si = {vo, 
vi val, T= VV- Sh,. 

我 们 把 求 ui 11 的 方法 写成 下 面 定理 的 形式 : 

定理 8.6 设 wo,u1,… ,us 已 经 求 得 , 则 wu441 可 以 按 下 面 公 式 
求 得 :wr1 = min [i+ w(vi,v )| 达 到 上 面 最 小 值 的 点 v 可 以 取 

vE€ET, 


大 


为 vi+i- 
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证 不 妨 设 Pi41 的 终点 为 v ,显然 v E 到 ,Pi 至 少 由 一 条 
弧 组 成 ,假定 Pi4 1 的 最 后 一 条 张 为 (vw;,v ), 则 Pi41 可 以 看 做 由 vo 
到 Ui 的 路 P(vo,v;) 加 上 (w;,v ) 组 成 。 根据 定理 8.5,P(wvo, v;)C— 
定 是 vo 到 w; 的 最 短路 ,而 且 P(wvo, wv;) 的 长 度 小 于 wu441, 因 为 
vi€E Si 且 P(vo, vi) 的 长 度 为 zi 0 委 i 魏 4, 因此 ww41 一 定 有 
Wt+ w(vi,v ),viE Si,v ET 的 形式 .注意 到 任意 上 述 形 式 的 值 
都 代表 一 条 从 vo 到 TT 中 某 一 点 的 一 条 路 的 长 度 , 因 此 它们 都 不 小 
于 ur+1, 这 就 证 明了 定理 成 立 .证 上 毕 . 


8.3.2 最 短路 算法 


最 短路 问题 的 算法 很 多 ,本 节 我 们 介绍 两 种 最 常用 的 算法 :一 种 
称 为 Dijkstra 算法 , 另 一 种 称 为 Floyd 算法 . 

1.Dijkstra 算法 

Dijkstra 算法 可 以 说 是 至 今 为 止 求 解 最 短路 问题 的 最 为 有 效 的 
算法 ,该 算法 适用 于 所 有 权 值 ww 之 0 的 场合 . 

定理 8.4 是 Dijkstra 算法 的 理论 基础 ,但 是 在 定理 8.4 的 叙述 
中 ,为 了 求 出 w+1, 我 们 需要 做 (Rk+1)(n 一 ) 次 比较 .其 实 其 中 大 
多 数 在 求 uo,u1,… ,uk 时 已 经 比较 过 .为 了 减少 计算 量 ,我 们 把 计 
算 过 的 值 保留 下 来 ,一 律 记 为 u; ,而 采用 “标号 ”的 方法 对 它们 加 以 
区 别 .属于 Si 的 点 ,我 们 给 予 “ 永 入” 的 标号 ,对 应 的 u; 的 值 是 vo 到 
v; 点 的 最 短路 长 度 ;不 属于 S; 的 点 我 们 给 予 “ 临 时 ”标号 ,对 应 的 ww 
的 值 是 计算 的 中 间 结 果 , 供 进一步 计算 时 使 用 .在 执行 过 程 中 ,给 每 
一 顶点 v; 标号 (4; ,4). 其 中 是正 整数 ,A 表示 获得 该 标号 的 前 一 
点 的 下 标 ;7 或 表示 从 起 点 vo 到 该 点 ww 的 最 短路 的 权 ( 称 为 永久 标 
号 ) ,或 表示 从 起 点 vo 到 该 点 w 的 最 短路 的 权 的 上 界 ( 称 为 临时 标 
号 ) . 当 每 个 顶点 都 得 到 永久 标号 时 ,算法 就 结束 了 。 下 面 给 出 Dijk- 
stra 算法 的 具体 步骤 : 

Step1. 令 wo=0,w=w(vo,v)(lEIjEn),S= {vl, T= 
和 v1s,v2，… ;va] ;其 中 ,S 中 的 点 给 予 永久 标号 ,T 中 的 点 给 予 临时 
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标号 ,r=0. 

Step 2. 在 荆 中 取 一 点 vw, 使 得 vi= min al 如 果 zx = 
+ co ,停止 ,从 vo 到 了 中 各 点 没有 路 ;否则 转 Step 3. 

Step 3. 令 S:=SUifv),T:=T- {vl,r:=r+l1(u; 改 为 
永久 标号 ) ,如果 = nn ,结束 ,所 有 各 点 最 短路 都 已 经 求 得 ;否则 转 
Step 4. 

Step 4. 对 所 有 wv:ET, 令 :=miniwj,ui+ w(vi,vj)| ,返回 
Step 2. 

例 4. 如 图 8.15 所 示 是 某 地 区 交通 运输 的 示意 图 .试问 :从 vi 
出 发 ,经 哪 条 路 线 到 达 vs 才能 使 总 行程 最 短 ? 用 Dijkstra 算法 求 


图 8.15 


解 开始 时 i =0,So = |vi),A1=0,u1=0, 令 和 =1(j=2， 
3,…,8) ,k=1。 妈 给 起 点 vi 标 (0,0) ,给 其 余 的 点 标 (1, + ce), 这 时 
vi 为 获得 S 标号 的 点 ,其余 均 为 工 标号 点 . 

考察 与 vi 相 邻 的 点 v2; v3,v4( 见 图 8.16) 因 (wi, v2)&€ A， 
v2 苞 So, 故 把 vz 的 临时 标号 修改 为 wz = min Euz, ut + wiz) = 
min +co,0+3#=3, 这 时 2=1. 同 理 , 得 3 = min{ + co ,0+5| = 
5,)3=1;0=mint+co,0+61=6, 4=1. 其 余 点 的 标号 不 变 . 在 所 
有 的 工 标号 中 ,最 小 的 为 wx =3, 于 是 S1 = SoU 和 v1 = fv, vz， 
k=2.i1=1: 
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vz(13) »(1,3) 7 » (2,10) 


v (0,0) »(1,5) 


%(2,7) 


i (2,4) 


v (1,6) 
图 8.16 图 8.17 


这 时 wv 为 刚 获得 S 标号 的 点 .考察 与 vs 相 邻 的 点 v5, ve, v0 
( 见 图 8.17). 因 (v2,vs) EA, vs Si, 故 把 vs 的 临时 标号 修改 为 
us=minfusyuzt+ was| = 二 min | +0,3+7}=10, 这 时 4;=2. 同 理 得 
us=min{+%,3+4)}=7,X46=2;u3=min{5,3+1)=4,43=2. 在 所 
有 的 工 标 号 中 ,最 小 的 为 ws =4, 于 是 S, = SiU {v3l = {vwi, vz， 
zj ,k=3.i=2.: 

这 时 vs 为 刚 获 得 S 标号 的 点 .考察 与 v3 相 邻 的 点 v4,ve( 见 图 
8.18). 因 (v3, v4)€ A,vs 攻 5S2, 故 把 v4 的 临时 标号 修改 为 vi = min 
fasust+ was| =min16,4+1|=5, 这 时 X44=2. 同 理 得 ws = min17,4 
+21=6,1g=3. 在 所 有 的 开标 号 中 ,最 小 的 为 ws=5, 于 是 S3= S2 


U {v= | oly v2 v3 V4) ,k=4.1=3: 


一 %(3,6) 
% (3,6) 


(3,5) (4,10) 
“(3,5) 


这 时 ws 为 刚 获得 S 标号 的 点 .考察 与 vs 相 邻 的 点 v6,v7( 见 图 
8.19). 因 (vw,ve)E A,ve 芒 S;, 故 把 ve 的 临时 标号 修改 为 we=min 
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fuosust+ wil = min{16,5+31=6, 这 时 ve 的 临时 标号 不 修改 , 故 
46=3. 同 理 得 ujy=min {f+co,5+S=10,47=4. 在 所 有 的 临时 标 
号 中 ,最 小 的 为 w=6。 于 是 S4= Ss3U {v6} = {vi, vi, v3,v4, vel|， 
k=6.i1=4: 

这 时 we 为 刚 获得 S 标号 的 点 .考察 与 ve 相 邻 的 点 vs, v7, vs 
( 见 图 8.20). 因 (uv6,zs)EA4,os 冬 S4, 故 把 vs 的 临时 标号 修改 为 
us 二 min|us,u6+ woes) 二 min{10,6+2|=8, 这 时 4;=6. 同 理 得 uy 
=min{10,6+1}=7,X7=6;ug=min{+,6+9)=15,4g=6. 在 所 
有 的 开标 号 中 ,最 小 的 为 uwy =7, 于 是 Ss= S4U {vl = {vi, vz, v3， 


Varv6 V7] ,k=7.i=5: 


13(6,8) 


w(7,12) 


(6,15) 


V7(6,7) 


» (6,7) 


图 8.20 图 8.21 

这 时 vz 为 刚 获得 S 标号 的 点 .考察 与 vy 相 邻 的 点 vs( 见 图 
8.21). 因 (wi,vs)€ Ah,vs 和 Ss, 故 把 vs 的 临时 标号 修改 为 ws = min 
{ug, ur + rw! =min|15,7+5| =12, 这 时 sg=7. 在 所 有 的 人 标号 
中 ,最 小 的 为 us =8, 于 是 S6= SsU (vs| = {vi, v2, V3, v4, V5, V6， 
v7 ,k=5.i=6: 

这 时 vs 为 刚 获得 S 标号 的 点 .考察 与 vs 相 邻 的 点 vs ( 见 图 
8.22). 因 (ws,vs)€A,vs 筷 Se, 故 把 vs 的 临时 标号 修改 为 xs = min 
{fussyust+ wss| =min{12,8+6)|=12, 这 时 vs 的 临时 标号 不 修改 , 故 
Ag=7. 

最 后 只 剩 下 ws 一 个 临时 标号 点 , 故 令 ug =12,4g=7. 

至 此 已 经 找到 从 起 点 vi 到 终点 vs 的 最 短 距 离 为 12. 再 根据 第 
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w(6,8) 一 个 标号 A 反 向 追踪 求 出 最 短路 径 
为 : 
UY UY UY UY U7 YY Ug. 
事实 上 ,按照 这 个 算法 ,也 找 出 了 
从 起 点 ui 到 各 个 中 间 点 的 最 短路 径 
和 最 短 距 离 .例如 vj 一 vy 一 v3 一 ve 一 
图 8.22 vs, 就 是 从 vi 到 vs 的 最 短路 径 , 距 
离 为 8. 

为 了 简化 计算 ,还 可 以 采用 每 次 只 记录 从 起 点 vi 到 各 点 的 最 短 
距离 或 上 界 的 方法 .为 此 ,我 们 引入 记号 L; = (L119, 上 2 …， 
Lv 人) 表示 在 第 i 次 标号 中 各 点 的 距离 或 上 界 .例如 例 4. 中 ,我 们 
也 可 以 按 如 下 方式 进行 :Lo= (0,%,%,…,%). 

有 “x* "号 的 点 表示 已 标号 点 . 

L1=(0,3,5,6, 0%, ,00), v7 v2; 


w%(7,12) 


L2=(0,3,4,6,10,7,%,%), v2 va; 
La=(0,3,4,5,10,6,%,0%0), v3 vs 
L4=(0,3,4,5,10,6,10, 0), v3>ve; 
Ls (0,34,5,8,6,7,15) mem 
Le=(0,3,4,5,8,6,7,12), veo™> vs; 


攻 


六 


最 后 人 vi 到 终点 vs 
的 最 短路 线 , 且 最 后 一 轮 标号 My 中 所 表示 的 就 是 从 起 点 vi 到 各 点 
的 最 短 距 离 . 

另外 ,该 算法 在 给 某 个 点 标号 时 ,也 可 以 通过 找 该 点 的 各 个 来 源 
点 的 方法 来 实现 ,具体 作法 如 下 : 

开始 时 ,给 起 点 vi 标 (0,0) , 即 1;=0,!(zo)=0. 

一 般 地 ,在 给 点 v 标号 时 ,要 找 出 所 有 与 v; 有 弧 相连 且 箭头 指 
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向 vw; 的 各 点 ( 称 为 v 的 来 源 点 ) ,不 妨 设 zy Di 是 v; 的 来 源 
点 ,其 标号 为 Lv ) ,vi) CU) w(is, 7) 
ww(im 人) 为 统 (v; uc ,5;),…,(v ,vw) 的 权 值 , 则 给 点 v; 标 
以 (vi,2(w)), 其 中 
(vi)= mindl(v ) + wh vi ,vj), 
Iv) +t wv 0) ,vo )+ wv ,v0)|. 

根据 别 尔 曼 最 优化 原理 ,由 始点 v1 到 vw 的 最 短路 径 必 是 由 vi 
到 某 个 vi 的 最 短路 径 再 加 上 弧 ( wi, wj) 的 权 值 . vi 是 vi 到 vw; 最 短 
路 径 上 的 点 , 且 是 vj 的 来 源 点 ,显然 , (wv) 是 vi 到 v; 最 短路 径 的 
长 度 , 所 以 给 每 个 顶点 以 标号 (vi ,i1(v))j=1,2,…,n, 即 可 获得 最 
短路 径 线 路 和 长 度 的 信息 . 

下 面 ,以 图 8.15 为 例 , 说 明 标 号 法 的 具体 过 程 . 

首先 给 始点 zi 标号 ,第 一 个 标号 表示 的 是 来 源 点 ,第 二 个 标号 
表示 !(vzi) .由 于 vi 是 始点 , 故 令 始 点 的 第 一 个 标号 为 0, 令 1 (wi) 
=0, 于 是 得 到 始点 vi 的 标号 (0,0). vz 点 的 来 源 点 是 v1, 计算 

Iv2)=min{l(vi) + wv v2) | = min{0+31=3. 

得 到 ws 的 标号 (wi ,3). 

v3 点 的 来 源 点 是 vi , vs, 计算 

(v3)=min{l(vi) + wvi, v3), 
I(v2) + wv v3)| =min{0+5,3+1}=4, 

得 到 vs 的 标号 (vw,4). 

v4 点 的 来 源 点 是 v1 ,v3, 计 算 

(va)=min{ (vi) + wv v4) ,UT( v3) + wl va, v4)) 
=min{0+6,4+1}=5, 

得 到 vw 的 标号 (wi ,5). 

vs 点 的 来 源 点 是 v,, ve, 但 v6 还 未 标号 ,而 v6 点 的 来 源 点 是 
v2 ,v3,v4 都 已 获得 标号 , 故 可 以 计算 


lve)=min{l(v) + ww, v6) (v4) + wl vy, ve), 


256 运筹 学 理论 基础 
1(o)+w(oy oo =mint3+5,5+3,4+2| =6， 
因而 得 到 v6 的 标号 ( va,6) ， 
计算 
Liz)=minll(o)+w(zy v5) ,Tve) + wwe, vs)} 
=min{3+7,6+2|=8, 
故 得 ws 的 标号 (we,8). 
v7 点 的 来 源 点 是 v4 ,ve ,计算 
(v7)=mind (vw) + rw (va v7) ,I( v6) + wl ve, v7)} 
=min(5+5,6+1|=7, 
得 到 vj 的 标号 (ve ,7). 
最 后 终点 vs 的 来 源 点 是 vs ,v6 ,v7, 计 算 
i(vs)=mindl(vs) TT wl vs, vg) ,lve) + wve, vg),l(v7) 
t+ wv vs)l=min{8 +6,6+9,7+5|=12, 
所 以 在 终点 vs 处 标 上 (wy,12) .标号 过 程 结束 ,如 图 8.23 所 示 . 


(v3) 7 (ve8) 


(v3,5) (ve,7) 
图 8.23 
我 们 沿 着 第 一 个 标号 ,由 终点 反 向 跟踪 ,很 容易 求 得 该 网 络 最 短 


路 径 zi 一 oo 一 03 一 06 一 oo0sg 而 终点 vs 的 第 二 个 标号 就 是 次 最 
短路 长 度 . 
上 述 标 号 过 程 中 ,不 仅 可 以 求 得 vi 到 :vs 的 最 短路 ,而 且 从 vw 
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到 w(j=2,3,4,5,6,7) 的 最 短路 都 可 以 求 得 .例如 ,vi 到 vs 的 最 短 
路 是 vj 一 vs 一 v3>ve 一 vs, 最 短路 长 度 为 8. 

妇 纳 上 述 例子 ,可 以 总 结 标号 法 一 般 步 又 如 下 : 

Step 1. 始点 vi 标 以 (0;0); 

Step 2. 考虑 需要 标号 的 顶点 w，, 设 vj 的 来 源 点 v; ,vi,，*…， 
v; 均 已 获得 标号 , 则 vw; 处 标 以 (vi ,7( vw)); 

Step 3. 重复 Step2. ,直至 终点 w 也 获得 标号 为 止 。! (zw ) 就 
是 最 短路 径 的 长 度 ; 

Step 4. 确定 最 短路 径 , 从 网 络 终点 的 第 一 个 标号 反 向 跟踪 ， 
即 得 到 网 络 的 最 短路 线 .以 上 述 例 4 是 非 负 权 ( 即 w(w;, vw) 宇 0) 网 
络 最 短路 径 的 求解 .对 于 含有 负 权 (ww(w,w)<0) 网 络 的 情形 ,该 标 
号 法 也 是 适用 的 . 

例 5. 求 如 图 8.24 所 示 从 始点 vi 到 各 点 的 最 短路 线 . 

解 ” 首 先 在 始点 vi 标 以 (0,0) ,然后 在 v3 处 标 以 (vi, ~2), 由 


于 
(za)=minl lv ) tw (vi v2), (v3) + wh va, v2)| 
=min{0+(-1),-2+(-3)|= -5; 
lv)=minf lo) tt wv va) v3) + wv, v4)) = min{0+3, 

-2+(-—5)}= ~7. 
所 以 在 v, 和 ws 处 标 以 (v3, 一 5) 和 (vw;, 一 7), 然 后 在 ve 处 标 
以 (v3, 一 1). 由 十 
(vs)=min{/ (v2) + wlv,, vs), 
(v3) + wl v3,vs), (ve) + whlve, vs)| 


=min{ -5+2,~-2+(—2),—1+1|= -4; 


1(v7)= min{l(ve) + wwe, v7), 
I(va) +t wv v0) (va) + wv v7)! 
=min|(-1)+l,-2+(-2),-7+2?= -5. 
所 以 在 vs 和 wy 处 分 别 标 以 (v3, 一 4) 和 (ws, 一 5). 最 后 由 于 
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i(vs)=min{l(vs) + w(vs, vs) ,Ll(ve) + wve, vgs), 

(oz7)+w(uyy ug) =mini( -4)+8,—-1+7,—-5+8}=3. 
所 以 在 终点 vs 处 标 以 (vi,3). 所 有 点 都 获得 标号 ,标号 结果 如 图 
8.25 所 示 , 反 追踪 得 到 vi 到 vs 的 最 短路 线 为 v1 一 v3 王 v4 习 v7 天 
. vg. 长 度 为 3. 


(w3,-5) 3,4) 


2 ( 


8.24 图 8.25 


2. Floyd 算法 

对 于 上 面 所 述 的 最 短路 问题 ,用 Dijkstra 算法 来 解 是 很 简单 、 很 
方便 的 。 但 该 方法 要 求 所 有 的 wi; 之 0, 若 有 某 个 权 值 wp<0, 则 该 
方法 可 能 失效 .例如 在 图 8.26 中 ,要 求 从 zi 到 v, 的 最 短路 w. 若 用 
Dijkstra 算法 , 则 zw(w) =2, 但 实际 上 w(w)=0. 因 此 , 当 有 负 圈 时 ， 
需 采 用 另外 的 方法 . 


13 


图 8.26 


闻 时 ,我 们 有 时 需要 求 出 给 定 网 络 D=(V,A,W) 的 顶点 集 V 
中 任意 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 线 的 长 度 wi ,虽然 我 们 可 以 多 次 重复 
Dijkstra 算法 来 实现 这 一 点 ,但 程序 比较 复杂 .本 节 介 绍 的 Floyd 算 
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法 可 以 较 好 的 满足 我 们 的 需要 . 

Floyd 算法 允许 网 络 D 中 包含 某 些 带 负 权 的 弧 . 但 是 ,对 于 网 络 
刀 中 的 每 个 圈 C ,我 们 要 求 圈 上 弧 的 权 总 和 非 负 , 即 YVCEDD, 有 
Dw; 0. 
| 根据 定理 8.5, 在 没有 负 圈 的 网 络 中 ,任意 一 条 链 的 长 度 不 小 于 
相应 的 最 短路 ,并 且 最 短路 的 子路 一 定 也 是 最 短路 ,这 是 下 面 讨论 的 
基础 . 

记 N(i,j,n1) 表 示 由 顶点 集合 fv U TvlU ivi,v2,… ,vl 生 
成 的 DD 的 子 网 络 , 特 别 地 , N(i,j,0) 表 示 由 顶点 集 {v1 U 1w| 生 成 
的 子 网 络 . 我 们 把 网 络 N(i,j,m) 中 从 v; 到 w 的 最 短路 线 的 长 度 
记 为 u;(m), 则 显然 有 下 列 结论 : 

(1) wi (0) = vi 

(2)N(i,j,7n)=D, 因 此 wi(n)= w;. 

(3)N(i,j,m 一 1) 是 N(i,j,m) 的 子 网 络 , 因 此 wu;(m 一 1) 之 
ui(m). 

(4N(i,m,m) 和 N(i,m,m 一 1) 是 相同 的 网 络 , 因此 
Ui (D1) = wu ( nm ~ 1); 同 理 , us(m)= um 一 1). 

Floyd 算法 的 主要 根据 是 下 面 的 定理 : 

定理 8.7 设 网 络 吕 =(V,A,W) 有 顶点 集合 (v1, v2,，… ,v,)， 
D 的 弧 权 为 w; ,如 果 DD 不 包含 负 圈 , 则 xp (0)= wi, uj(m)= 
min{f us(m -1), umm-1)+tu(m- (lemen). 

证 ”wu;(0)= wij 是 显然 的 . 当 中 不 包含 弧 wj; 时, 按 惯例 , 令 
Yi 二 十 co. 

把 网 络 N(i,j,m) 中 所 有 从 vw; 到 ww 的 路 分 为 两 类 :第 一 类 不 
通过 顶点 vw, ;第 二 类 通过 顶点 wv, . 现 对 这 两 类 分 别 讨论 . 

(1) 网 络 N(i,j,m) 中 从 vw; 到 ww; 不 通过 顶点 vw， 的 路 的 全 体 ， 
恰好 是 网 络 N(i,j,m 一 1) 中 从 w; 到 w 的 路 的 全 体 .因此 第 一 类 路 
中 的 最 短路 线 的 长 度 应 该 是 wi(m 1). 

(2) 如 果 在 网 络 Nij mm) 中 存在 以 v; 为 起 点 ,以 wv; 为 终点 ， 
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而 且 通 过 ww 的 路 ,那么 第 二 类 路 中 的 最 短路 线 一 定 可 以 分 解 为 从 
v; 到 zw 的 最 短路 线 (不 通过 vj) 加 上 从 v,, 到 ww 的 最 短路 线 (不 通 
过 vw;) ,因此 ,第 二 类 路 中 的 最 短路 线 的 长 度 应 该 是 
Um(m)+ uni ( 11 ) = um (nD1—1)+ Umj (D1 一 1). 
因此 ,如 果 第 一 类 中 存在 路 , 则 应 该 有 
uij(m)= min{u;(m 1),un(m—1)+u(m— 1)}. 

(3) 如 果 N(i,j, m) 中 不 存在 以 w 为 起 点 ,以 v 为 终点 ,而 且 
不 通过 vw,, 的 路 ,这 样 就 有 zw (mm)= uj(m 一 1). 这 时 即使 N(i,j， 
mn) 中 存在 从 ww 到 ww 及 从 wv, 到 vw; 的 路 ,由 于 wi (m1) = uj(n 一 
1) 表 示 N(i,j,n) 中 一 条 从 wv; 开始 通过 vw, 到 达 vw 的 链 的 长 ,根据 
定理 8.5 ,该 链 应 该 不 短 于 从 wv; 到 vw 的 最 短路 线 (因为 N(i,j,n) 
中 不 存在 负 圈 ) ,因此 必然 有 

Un (m1) tu (m1)u(m)= uw,(m -1), 

这 说 明定 理 8.7 成 立 .证 毕 . 

在 Floyd 算法 中 ,我 们 同样 可 以 引入 “前 点 标号 "来 求 最 短路 ,不 
过 更 方便 的 是 引入 “后 点 标号 ”. 令 Si (nm) 表 示 wi(m) 的 第 一 条 弧 
的 终点 , 则 S; (0)=j 是 显然 的 .如 果 Sj(m 一 1) 已 经 求 出 , 当 wj(m 
-un (m1)+ us(n— 1) 时 ,显然 有 Sj;(m)= S;(n -1),， 
否则 ,Sj(m) = Sam(m -1) ,Sj(n) 就 是 最 终 得 到 的 后 点 标号 .要求 
。 到 的 最 短路 ,车 S,(z) = 上, 则 该 路 的 第 一 条 弧 为 (wu) ,第 二 
条 弧 为 uyj 的 第 一 条 红 , 依 次 类 推 .加 上 后 点 标记 后 的 Floyd 算法 步 
又 如 下 : 

Step 1. 今 ui = Wi, Sy = (i,7=1,2, ,nn),m=1. 

S;j, 当 Uj tim + Wnj 

Si，, 当 uij > Uim 十 wj 
Wij 一 min| Ui Um 十 wn | . 
Step 3. 如 果 mm := n ,停止 ;否则 , 令 2:= n+1, 转 Step2. 
这 个 算法 适合 于 在 矩阵 上 计算 ,下 面 用 图 8. 27 作为 例子 来 说 


明 . 


Step 2. 对 1<i,j<n, 令 5;: -| 
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图 8.27 


首先 写 出 该 图 的 弧 长 抢 阵 UY = (zy) 和 后 点 矩阵 S@) = (5S;). 


0 5 eco oo oo 1 2345 
co 0 6 co -3 1 2 3 45 
UVM=|oo oo 0 oo 2|, SV=Il1 2 3 4 5|. 
4 co 8 0 1 2 3 45 
4 co co -2 0 1 2 3 45 
用 矩阵 U0 的 第 一 列 和 第 一 行 来 修改 其 余 的 uj, 即 作 
wj = mind us ui +t ul. 
0 5 oo oo co 1234 5 
co 0 6 oo -3 1 2 3 45 
UD=lco ce 0 ~ 2|, SV=|1 2 3 45 
4 9 8 0 oo 1 1 3 45 
4 9 oo -2 0 1 1 3 45 
然后 对 和 矩阵 U1 用 其 余 第 二 列 和 第 二 行 来 修正 其 余 的 wi, 即 


作 us = min{ wu;, ui2 + u2j1 ,得 


0 5 ic 2 1 2 2 .42 

oo 0 6 % -3 1 2 3 45 
UG) = |co % oo 21， SW=|I1 2 3 4 5|. 

4 9 0 56 1 1342 

4 9 15 -2 0 1 1 245 
同 理 ,有 
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[0 5 11 ce 2 
2 0 6 ce -3 
U3)=Io0 co 0 oo SG) = SQ) 
4 9 8 0 
[4 9 15 -2 0 
0 5 11 ce 2] 1 2 3 4 2 
wo 0 6 co -3 1 2 3 4 5 
U4I=lc ce 0 co 2|, SW=|I1 2 3 4 5|. 
4 9 8 0 6 1 1 3 4 2 
[2 7 6 -2 0] 4 4 4 45 
0 5 8 0 2 1 2 5 5 2 
-1 0 3 -5 -3 5 2 5 55 
LUGI=|4 90 0 2|, SH=Is5 5 3 5 5 
4 98 0 6 1 1 3 .41 
2 76 -2 0 4 4 4 45 


根据 S$ 我 们 可 以 找 出 各 最 短路 .例如 求 点 5 到 点 2 的 最 短路 ， 
因为 Ss = 4, Syz = 1, S12 = 2, 所 以 从 点 5 到 点 2 的 最 短路 为 
Pss=((5,4),(4,1),(1,2)). 又 如 : 
P=((3,5),(5,4),(4,1),(1,2)), P21 =((2,5),(5,4),(4,1)). 


$8.4 最 大 流 问 题 


本 节 所 讨论 的 最 大 流 问 题 与 下 一 节 要 讨论 的 最 小 费用 流 问 题 ， 
都 是 以 网 络 中 的 流 为 研究 对 象 的 .所 谓 网 络 中 的 流 ,其 意义 类 似 于 在 
网 络 中 将 一 些 “ 物 质 ”" 从 个 节点 沿 着 绝 发 送 到 另 一 个 节点 .如 果 把 
有 向 网 络 看 做 是 一 个 交通 网 ,其 中 点 表示 车 站 , 弧 表 示 道 路 , 则 弥 权 
就 表示 两 个 车 站 之 间 道 路 的 通过 能 力 .给 定 一 个 有 向 网 络 , 一 个 很 自 
然 的 问题 是 如 何 求 指 定 两 点 间 的 最 大 流量 , 即 最 大 流 问 题 .本 节 将 分 
别 介绍 最 大 流 问 题 的 基本 理论 和 求解 最 大 流 问 题 的 算法 . 
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8.4.1 最 大 流 问 题 的 数学 描述 


定义 8.20 给 定 一 个 有 向 网 络 D=(V,A,C), 其 中 c, EC 表 
未 绝 (i,7)&€ A 的 容量 ,并 设 D 有 一 个 发 点 ;( 该 点 只 有 发 出 的 弧 ) 和 
一 个 收 点 (该 点 只 有 指向 它 的 弛 ),(s,t)EV. 令 zj = 通过 弧 (i,j) 


0<zyEcs (8.4.1) 
另外 , 流 过 =| | 要 遵循 流量 守恒 规则 ， 即 
2 -之 二 -jo i st (8.4.2) 
一 站 1 二 


方程 (8.4.2) 被 称 为 守恒 方程 ,该 方程 表示 除 点 * 与 上 以 外 ,对 
每 个 点 i ,流入 i 的 流量 等 于 流出 i 的 流量 ,而 发 点 s 和 收 点 t 分 别 
具有 值 为 v 的 出 流 和 入 流 . 式 (8.4.1) 是 对 每 个 弧 的 流量 的 限制 , 满 

足 式 (8.4.1) 与 式 (8.4.2) 的 流 被 称 为 可 行 流 , 或 简称 为 (; ,1)- 流 .我 
们 的 目的 是 求 一 个 可 行 流 z" = {zx 1 ,使 得 
v= > = Dz (8.4.3) 
达到 最 大 值 . 

求 从 s 到 上 的 最 大 流 问 题 , 实 际 上 就 化 成 解 上 述 这 样 一 个 线性 
规划 问题 ,当然 我 们 可 以 用 单纯 形 方 法 来 求解 ,但 是 由 于 这 一 问题 的 
特殊 性 ,我 们 可 以 用 比 单纯 形 方法 简单 得 多 的 方法 来 求解 .在 介绍 算 
法 之 前 ,我 们 先 介 绍 几 个 基本 定理 .首先 给 出 有 关 概 念 . 

定义 8.21 设 P 是 G 中 从 :到 +t 的 无 向 路 ,P 的 一 个 强 (i,j) 
称 为 前 向 弧 ,如果 P 的 方向 是 从 s 到 4 ,否则 称 为 后 向 弧 . 路 PP 称 为 
一 个 关于 给 定 流 z = (zx;) 的 增 广 链 ,如 果 对 了 的 每 个 前 向 弧 (: 7)， 
有 zj<< 必 ;而 对 PP 的 每 个 后 向 弧 (i,j), 有 zy>>0. 例 如 在 图 8.28 所 
示 的 网 络 中 ,每 条 弧 旁 第 一 个 数字 表示 该 弧 的 容量 ci ,第 二 个 数字 
表示 弧 流 zx; .容易 验证 ,该 网 络 满足 式 (8.4.1) 与 式 (8.4.2),s=1， 
1 二 6, 流 值 v=3. 
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关于 这 个 流 的 一 个 增 广 链 如 图 8.29 所 示 . 我 们 可 以 在 这 条 增 广 

链 的 每 个 前 向 弧 上 增加 一 个 单位 流 , 在 后 向 弧 上 减少 一 个 单位 流 ,于 

是 得 到 一 个 增 大 的 流 ,该 流 具 有 流 值 v=4, 新 的 流 如 图 8.30 所 示 . 


,0% X24=1<C24 
和 (2) 


图 8.29 


定义 8.22 一 个 (;,t)- 割 被 定义 为 弧 割 (S,T), 其 中 s€S， 
1 个 . 弧 割 (S,T) 的 容量 定义 为 CCS,T)= 2) 3c , 即 由 S 到 人 
i€ESjET 


所 有 弧 的 容量 和 . 
由 式 (8.4.2) 并 对 S 的 所 有 点 求 和 得 


一 (2-2 >)z 
= DD + 2 2 zi) 


iESJE 


一 WH, 2) (8.4.4) 
i€ESjET 


但 0 委 z 委 cj, 因此 
< 2% = C(S,T) (8.4.5) 


在 图 8.30 表示 的 流 中 ， 存在 -个 (， i)- 害 ,其 容量 等 于 流 值 , 例 
如 S= 行 ,21 ,T= {13,4,5,6}. 

现在 叙述 并 证 明 网 络 流 理 论 的 三 个 主要 定理 ， 这 些 定理 将 用 来 “ 
解决 产生 最 大 流 的 算法 . 

定理 8.8( 增 广 链 定理 ) 一 个 可 行 流 是 最 大 流 当 且 仅 当 不 存在 
关于 该 流 的 从 ; 到: 的 增 广 链 . 

证 ”必要 性 是 显然 的 ,因为 如 果 存 在 增 广 链 , 流 就 不 是 最 大 的 . 

充分 性 ” 设 z 是 一 个 不 存在 从 s 到 上 的 增 广 链 的 流 ,并 设 S 是 
包含 的 点 集 , 使 得 对 任意 jE S 存 在 从 ; 到 + 的 增 广 链 , 且 对 任意 
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JEY-S 不 存在 从 * 到 :上 的 增 广 链 . 
令 工 是 S 的 补 集 ,由 定义 可 知 ,对 任意 i€ S,jET, 有 zxj = 6， 


zi ==0, 由 式 (8.4.4) 得 v = 2) >yci,， 即 流 的 值 等 于 弧 割 (S,T) 的 


i€ESjET 

容量 .从 式 (8.4.5) 得 知 z 是 最 大 的 流 .证 毕 . 

定理 8.9( 整 流 定理 ) 如 果 网 络 中 所 有 弧 的 容量 是 整数 , 则 存 
在 值 为 整数 的 最 大 流 . 

证 设 所 有 的 弧 容 量 都 是 整数 ,并 令 z=0, 对 所 有 的 i 和 j, 如 
果 zx"= (zy) 不 是 最 大 的 流 , 则 由 定理 8.8 知 , 存 在 关于 zx? 的 从 * 到 
t 的 增 广 链 , 即 z? 允许 增 广 ,因此 xz? 有 一 个 整流 x = (zx; ),xz 的 
值 超过 zx" 的 值 . 如果 x 还 不 是 最 大 的 ,xz 又 是 允许 增 广 , 依 次 类 推 ， 
用 这 个 方法 得 到 的 每 个 可 行 流 至 少 超过 前 面 的 可 行 流 一 个 整数 单 
位 ,最 后 达到 一 个 不 允许 增 广 的 可 行 流 就 是 最 大 的 流 .证 毕 . 

定理 8.10( 最 大 流 最 小 割 定理 ) 一 个 (s,z)- 流 的 最 大 值 等 于 
(5,z)- 制 的 最 小 容量 . 

证 由 定理 8.8 的 证 明和 式 (8.4.5) 就 完全 证 明了 这 个 定理 . 


8.4.2 最 大 流 算法 


现在 来 介绍 最 大 流 的 算法 ,该 算法 是 由 Ford 和 Fulkerson 于 
1957 年 首先 给 出 的 .其 基本 思路 是 从 任意 一 个 可 行 流 (例如 零 流 ) 出 
发 , 找 一 条 从 * 到 上 的 增 广 链 ,并 在 这 条 增 广 链 上 增加 流 值 ,于 是 便 
得 到 一 个 新 的 可 行 流 .然后 在 这 个 新 的 可 行 流 的 基础 上 再 找 一 条 从 
s 到 +t 的 增 广 链 ,再 增加 流 值 , 依 次 类 推 , 继 续 这 个 过 程 , 一 直到 找 不 
到 从 s 到 z 的 增 广 链 为 止 .这 时 ,由 定理 8.8 知 ,现行 的 流 便 是 最 大 
流 . 

不 难看 出 , 求 最 大 流 算法 的 关键 是 找 一 条 从 * 到 + 的 增 广 链 , 而 
找 一 条 增 广 链 则 可 以 用 标号 方法 来 实现 。 具 体 标 号 规则 如 下 : 

在 标号 过 程 中 ,一 个 点 仅 可 以 是 下 列 三 种 状态 之 一 :标号 并 检查 
过 ( 即 该 点 有 一 个 标号 且 所 有 相 邻 点 该 标号 的 都 标号 了 ) ;标号 未 检 
查 ( 有 标号 但 相 邻 点 该 标号 的 还 没有 标号 ) ;未 标号 .一 个 点 i 的 标号 
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由 两 部 分 组 成 ,并 取 ( +j,6(i)) 与 (一 j,6(i)) 两 种 形式 之 一 .如 果 j 
被 标号 且 存 在 弧 (j,i), 使 得 zx;; < ci, 则 未 标号 点 i 可 以 给 标号 
(+j,6(2)), 其 中 6(i)=min 和 6(j),ci 一 zj. 如 果 j 被 标号 且 存 在 
一 个 弧 ( 人 7) ,使 得 zy >0, 则 未 标号 点 i 给 标号 (一 j,5(i)), 其 中 
6(i)= min{6(7), zl. 

当 过 程 继续 到 i 被 标号 时 ,一 个 从 s 到 上 的 增 广 链 已 被 找到 , 且 
该 链 的 流 值 可 以 增加 6(z), 如 果 过 程 没有 进行 到 z 就 结束 了 , 则 不 
存在 从 * 到 + 的 增 广 链 。 这 时 ,通过 令 S 是 所 有 标号 点 的 集合 , 芽 
是 所 有 未 标号 点 的 集合 , 便 可 得 到 一 个 最 小 容量 割 (S, 丁 ) ,由 定理 
8.10 知 , 割 (S,T) 的 容量 就 等 于 最 大 流 的 值 .下 面 我 们 给 出 Ford- 
Fulkerson 算法 的 具体 步骤 : 

Step 1， 令 =(zj) 是 任意 整数 可 行 流 , 可 能 是 零 流 ,给 一 
个 永久 标号 (一 s,%). 

Step 2. 如 果 所 有 标号 点 都 已 经 被 检查 , 转 Step 6. 

Step 3. 找 一 个 标号 但 未 检查 的 点 i, 并 做 如 下 检查 ,对 每 一 个 
弧 (i,7) ,如 果 xz;<<ci, 且 j 未 标号 , 则 给 j 一 个 标号 ( +j7,6(i)), 其 
中 ,6()):=min{6(72) ,ci 一 zy] .对 每 个 统 (j,i), 如 果 zi;>0 且 ;未 
标号 , 则 给 j 一 个 标号 (i,60)), 其 中 ,6(j):= min{6(i) zi 

Step 4. 如 果 :已 被 标号 , 转 Step 5; 否 则 转 Step 2. 

Step 5. 由 点 上 开始 ,使 用 指示 标号 构造 一 个 增 广 路 (在 点 上 的 
指示 标号 表示 在 路 中 倒数 第 二 个 点 ,在 倒数 第 二 个 点 的 指示 标号 表 
示 第 三 个 点 ,等 等 ) ,指示 标号 的 正 、 负 则 表示 通过 增加 还 是 减少 弛 流 
量 来 增 大 流 值 。 抹 去 * 点 以 外 的 所 有 标号 , 转 到 Step 2. 

Step 6. 这 时 现行 流 是 最 大 的 , 若 把 所 有 的 标号 点 的 集合 记 为 
S ,所 有 未 标号 点 的 集合 记 为 工 , 便 得 到 最 小 容量 割 (S,T) ,计算 完 
成 . 

例 6. 试 求 图 8.31 所 示 网 络 中 从 点 1 到 点 6 的 最 大 流 . 

用 Ford-Fulkerson 算法 求解 的 迭代 过 程 如 图 8.32 所 示 . 

Ford-Fulkerson 算法 有 一 点 不 确定 处 是 ,在 概述 的 算法 中 没有 明 
确 指出 z 增 广 链 的 求法 ,在 详 述 的 算法 中 没有 明确 指出 待 检查 顶点 
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图 8.32 


选取 的 方法 ,因此 这 个 算法 存在 这 样 的 危险 性 :如 果 链 的 选取 不 恰 
当 , 计 算 量 可 能 变 得 很 大 。 以 图 8.33 所 示 的 简单 图 为 例 ,网络 D 一 
共有 四 个 顶点 ;,a,b,t 和 五 条 台 ,每 条 弧 的 容量 标 在 弧 的 旁边 。 很 
容易 看 出 ,网 络 的 最 大 流 为 rs = zu = zi = zxy = 105, z=0,v= 
2x105. 从 零 流 开始 , 沿 着 增 广 链 和,a,it| 和 {fs,5,z| 增 广 两 次 就 可 
以 得 到 最 大 流 .但 如 果 增 广 链 选 得 不 好 ,每 次 沿 链 1s,a,5,i| 与 
{s ,5 ,a ,ti 交替 进行 增 广 , 则 每 次 增 广 只 能 增加 流量 1, 因 此 从 零 流 
量 开始 要 增 广 2 x 105 次 才能 得 到 最 大 流 . 

Ford-Fulkerson 给 出 了 一 个 更 坏 的 例子 , 当 有 些 弧 的 容量 是 无 理 
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图 8.33 


数 时 ,它们 给 出 了 一 种 增 广 的 方法 ,不 但 增 广 可 以 无 限 地 进行 下 去 ， 
而 且 每 次 增 广 后 得 到 的 流 值 的 极限 值 (单调 递增 数列 一 定 有 极限 ) 还 
不 等 于 最 大 流 的 流 值 ,因此 本 节 介 绍 的 算法 并 没有 保证 任意 网 络 最 
大 流 的 存在 性 . 

围绕 着 Ford-Fulkerson 算法 的 上 述 缺 陷 , 后 来 又 有 不 少数 学 家 
做 了 大 量 的 工作 ,其 中 求 最 大 流 的 更 有 效 算 法 由 Edmonds-Karp， 
Dinic 和 Karzanov 分 别 给 出 。 限 于 本 书 的 篇 幅 , 不 在 此 详 述 ,有 兴趣 
的 读者 可 以 查阅 相关 的 书籍 . 


8$8.5 最 小 费用 流 问题 * 


在 考虑 运输 网 络 时 ,除了 考虑 运输 能 力 外 ,还 要 考虑 运输 费用 。 
我 们 总 是 希望 在 运输 一 定量 货物 时 ,所 耗费 的 费用 最 小 .上 一 节 讨 论 
的 最 大 流 问题 反映 的 是 运输 网 络 的 运输 能 力 问 题 ,本 节 讨 论 有 关 运 
输 费 用 问题 . 
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8.5.1 最 小 费用 流 问 题 的 数学 描述 


与 上 节 讨 论 的 最 大 流 问 题 一 样 ,最 小 费用 流 问 题 研究 的 对 象 也 
是 网 络 中 的 流 . 但 是 ,在 本 节 讨 论 的 流 网 络 中 ,我们 还 要 考虑 另外 一 
个 因素 , 即 流量 流 过 一 条 弧 时 导致 的 成 本 (费用 ) ,也 就 是 说 ,每 条 弧 
上 除了 有 对 于 流 的 (上 下) 容量 限制 外 ,还 有 另外 一 个 权 , 即 成 本 ( 费 
用 ) .这 样 的 流 网 络 一 般 称 为 容量 一 费用 网 络 . 

与 上 节 介 绍 的 流 的 概念 类 似 , 对 于 容量 一 费用 网 络 D=(V,A， 
C) ,对 每 条 弧 (i,j)€ Ah 赋予 一 个 实数 zj ( 称 为 统 (i,j) 的 流量 ). 如 
果 流 x 满足 如 下 流量 守恒 条 件 


Drs- Dr= dVi€EV (8.5.1) 
(i EA (jiDEA 
并 且 满 足 容量 约束 
Ory 人 eu, VY (i EA (8.5.2) 


则 称 x 为 可 行 流 . 
流 < 的 总 费用 定义 为 c(z)= 》) evry . 


EA 


最 小 费用 流 | 问题 就 是 在 这 样 的 网 络 中 寻找 总 费用 最 小 的 可 行 
流 .因此 ,用 数学 规划 的 方法 ,该 问题 可 以 形式 地 描述 如 下 


minc(x) = >， Ci 


(DEA 
S.t. 2 x 一 Dx = di,Yi€ V 
(i EA (DEA 


对 网 络 中 只 有 一 个 起 点 ( 记 为 ;) 和 一 个 终点 ( 记 为 :) 时 ,寻找 从 
; 流 到 : 的 给 定 流量 的 最 小 费用 流 , 是 经 典 的 最 小 费用 流 问 题 . 例 
如 , 当 考 虑 从 * 流 到 + 的 流量 为 vwv(v>0) 的 最 小 费用 流 问 题 时 , 令 
d;=v,di= 一 v,di=0( 当 i 关 s,1) 妈 可 .本 节 所 讨论 的 问题 均 为 此 


类 问题 . 
8.5.2 最 小 费用 流 算法 一 一 网 络 单纯 形 算法 
设 DD=(s,t，,V,A,C) 表 示 以 ;为 起 点 i 为 终点 的 流 网 络 . 流 
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值 为 v 的 最 小 费用 流 问 题 表 示 如 下 : 


min 2 cr (8.5.4) 
ij)EA 
v1 二 5 
Sh 和 | (8.5.5) 
~ v,i= 
ORzry 人 Eu (i,j)EA (8.5.6) 


设 网 络 的 关联 矩 阵 记 为 B, 流 向 量 记 为 x ,约束 (8.5.5) 的 右 端 
向 量 记 为 d ,这 时 约束 (8.5.5) 即 为 


Bx=4d (8.5.7) 
约束 (8.5.6) 对 流量 的 约束 可 以 等 价 地 写成 
-zj ui (i,j)EA (8.5.8) 


对 以 上 两 类 约束 分 别 引 和 对偶 变 量 x 和 z, 则 这 一 问题 的 对 侦 
问题 为 


maxxu(ryx) = Ddix 一 ,2 Wj (8.5.9) 
i€EV ij)EA 
Sitini ~ Ni Lc oli) EA (8.5.10) 


根据 线性 规划 对 代理 论 , 如 果 x 为 原 问题 的 可 行 解 ,x 和 z 为 对 
偶 问题 的 可 行 解 , 则 它们 分 别 是 所 对 应 的 问题 的 最 优 解 的 充 要 条 件 
是 它们 满足 以 下 的 互补 松弛 条 件 


zz2icp)=0(Ci7J)EGA (8.5.12) 

zi(xjy— uj)=0,(i, EA (8.5.13) 

下 面 我 们 说 明 在 一 定 的 “约定 ”下 ,这 一 条 件 可 以 等 价 地 写成 : 
当 7 一 zcj 时 xXij=0 (8.5.14) 
当 x xe 时 rj= us (8.5.15) 
当 0<zxij<wuN ri- x= cy (8.5.16) 


实际 上 ,利用 x 为 原 问 题 的 可 行 解 ,x 和 z 为 对 偶 问 题 的 可 行 
解 , 很 容易 从 式 (8.5.1) 和 式 (8.5.12) 推 出 式 (8.5.14) 一 式 (8.5. 
16)。 我 们 所 谓 的 “约定 ”, 主 要 是 针对 从 式 (8.5.14) 一 式 (8.5.16) 推 
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出 式 (8.5.12) 和 式 (8.5.13) 的 。 由 于 条 件 式 (8.5.14) 一 式 (8.5.16) 
没有 对 变量 = 的 约束 ,因此 我 们 约定 从 式 (8.5.14) 一 式 (8.5.16) 椎 
出 式 (8.5.12) 和 式 (8.5.13) 的 意思 是 说 存在 对 偶 可 行 的 变量 > ,使 
得 式 (8.5.12) 和 式 (8.5.13) 成 立 . 这 只 需要 令 
zjy=max{xi nj- cj,0},(i,j)EA (8.5.17) 

就 可 以 卫 . 

通常 称 ri; 为 节点 i 的 势 . 由 于 对 ri; 没有 符号 ( 正 负 ) 限 制 ,因此 
我 们 可 以 进一步 得 到 以 下 定理 . 

定理 8.11 设 x 为 原 问 题 式 (8.5.4) 一 式 (8.5.6) 的 可 行 解 , 则 
x 为 最 小 费用 流 的 充 要 条 件 是 :存在 节点 的 势 r, 满 足 条 件 式 
(8.5.14) 一 式 (8.5.16). 

既然 最 小 费用 流 问 题 是 一 个 线性 规划 问题 ,该 问题 自然 应 该 可 
以 直接 采用 线性 规划 算法 ,如 单纯 形 算法 求解 .但 是 ,如 果 不 考虑 这 
一 规划 问题 的 网 络 特性 ,而 是 直接 调用 求解 一 般 线性 规划 问题 的 单 
纯 性 算法 来 求解 网 络 优化 问题 ,计算 实验 表明 算法 的 效率 很 差 ( 即 速 
度 很 慢 ). 有 趣 的 是 ,如 果 仔 细 分 析 网 络 优化 问题 的 网 络 特性 , 则 可 以 
设计 出 特殊 的 单纯 形 算法 ,一般 称 为 网 络 单纯 形 算 法 .计算 实验 表 
明 ,网 络 单纯 形 算法 在 实际 中 的 计算 效率 很 高 ( 即 速度 很 快 ) .本 节 介 
绍 这 一 算法 . 

线性 规划 问题 的 单纯 形 算法 的 一 般 思路 是 :首先 求 得 问题 的 一 
个 基本 可 行 解 ,如 果 该 解 不 是 最 优 解 , 则 选择 一 个 人 基 变 量 ( 列 ) 和 一 
个 离 基 变量 ( 列 ) ,通过 旋转 变换 改进 到 另 一 个 基本 可 行 解 ,如 此 反复 
迭代 ,直到 检验 数 都 大 于 等 于 零 为 止 ,获得 最 优 解 . 可 以 看 出 ,单纯 形 
算法 始终 保持 解 的 原始 可 行 性 ,但 不 一 定 对 偶 可 行 ,一旦 达到 最 优 
解 , 则 同时 获得 可 行 对 偶 解 , 且 互 补 松弛 条 件 成 立 .算法 的 计算 过 程 
通常 利用 单纯 形 表 进 行 . 

基本 可 行 解 是 由 基 和 矩阵 所 决定 的 ,所 以 基 和 矩阵 在 单纯 形 算 法 中 
是 非常 关键 的 .为 了 利用 单纯 形 算法 求解 最 小 费用 流 问 题 ,我 们 首先 
必须 清楚 线性 规划 问题 的 基 的 结构 ,对 于 网 络 优化 问题 , 基 的 结构 是 
非常 特殊 的 ,因此 可 以 避免 显 式 地 列 出 单纯 形 表 . 
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不 失 一 般 性 ,我 们 在 以 下 讨论 中 总 是 假设 流 网 络 在 不 考虑 弧 的 
方向 时 是 连通 的 (否则 该 问题 可 以 自然 地 分 解 为 几 个 小 问题 来 考 
虑 ). 

我 们 首先 考虑 容量 无 限 的 最 小 费用 流 问 题 , 即 假设 所 有 弧 上 的 
容量 下 界 为 0, 上 界 为 无 穷 大 .对 于 这 一 特殊 问题 ,利用 关联 矩阵 B， 
式 (8.5.1) 一 式 (8.5.3) 可 以 表示 为 


mincIx (8.5.18) 
s.t. Bxr=d (8.5.19) 
X 之 0 (8.5.20) 


很 清楚 ,约束 (8.5.19) 包 含 几 个 等 式 约束 ,其 中 只 有 nn 一 1 个 约 
束 是 独立 的 ,因此 可 以 任意 地 去 掉 其 中 的 某 一 个 约束 ,我 们 在 后 面 的 
叙述 中 不 再 对 此 加 以 特别 说 明 . 

引 理 8.1 关联 矩阵 B 的 列 构成 一 组 基 的 充 要 条 件 是 B 所 对 应 
的 弧 为 支撑 树 . 

证 ”因为 本 节 我 们 已 经 假设 流 网 络 在 不 考虑 方向 时 是 连通 的 ， 
所 以 ~(B)=72 -1, 记 下 的 z-1L 列 构成 的 子 矩 阵 为 Bj. 

必要 性 ”车 Bi 为 一 组 基 , 则 xr(B1)=n -1,B1 所 对 应 的 n 一 1 
条 弧 如 果 不 连通 (不 考虑 方向 ) , 则 至 少 包 含 一 个 圈 , 因 此 r(B1)<n 
-1 矛盾 .因此 Bj 所 对 应 的 nn 一 1 条 弧 一 定 是 连通 的 (不 考虑 方 
向 ) , 即 这 些 弧 构 成 一 棵 支撑 树 . 

充分 性 ”Bi 所 对 应 的 n -1 条 弧 构 成 一 棵 支撑 树 , 则 (Bi) = 
n 一 1, 因 此 B; 是 一 组 基 . 那 么 ,给 定 了 基 Bi1, 如何 确定 变量 的 值 ( 弧 
上 的 流 ) 呢 ? 按照 一 般 单纯 形 算法 的 表示 方法 , 基 变 量 的 值 为 
Bi 1d .这 里 我 们 把 B, 所 对 应 的 弧 集合 (支撑 树 ) 用 代表 示 , 则 所 有 
非 树 弧 ( 非 基 弧 ) 对 应 于 非 基 变 量 ,其 上 的 流量 为 v; 只 有 T 中 的 弧 
( 树 弧 ,或 称 基 弧 ) 对 应 于 基 变 量 ,其 上 的 流量 可 以 为 正 数 (在 退化 的 
情况 下 也 可 能 为 零 ). 于 是 ,确定 基 变 量 的 值 的 问题 在 网 络 上 等 价 于 : 
当 给 定 了 支撑 树 T 之 后 ,确定 树 弧 上 的 流量 并 使 之 满足 流量 守恒 条 
件 (8.5.19). 证 毕 . 

对 于 工 中 的 一 条 绝 (i,j) ,总 是 将 工分 解 为 两 棵 子 树 T; 和 TT;， 
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并 且 i ,i 分 别 属于 T 和 全 :由 于 > du 是 子 树 T 中 所 有 节点 上 的 供 
天 所 了 


需 量 之 和 .而 弧 (i,j) 是 子 树 T; 和 人 之 间 的 惟一 连接 弧 , 所 以 为 了 
使 得 节点 ; 和 了 流量 守恒 ， 弧 (ij 上 的 流量 必须 是 
Sdi (由 于 Dds = 0, 所 以 >)ds = 一 2)di). 根 据 这 样 一 个 性 质 ， 
kE T, £EV £ET, ET, 


我 们 可 以 得 到 一 个 计算 树 弧 上 的 流量 的 快速 算法 :对 于 树 弧 (zy )， 
假设 该 树 弧 的 其 中 一 个 节点 是 叶子 节点 (不 妨 设 为 节点 7) , 则 绝 (i， 
j) 上 的 流量 必须 是 - 心 , 当 绝 (i,7) 上 的 流量 确定 后 ,我 们 可 以 将 
(i,j) 从 工 中 删 去 (自然 节点 i 上 的 供需 量 应 当 相 应 地 进行 修改 ) , 然 
后 重复 这 一 过 程 ,直到 所 有 的 弧 上 的 流量 都 得 到 确定 为 止 . 

但 是 ,上 述 过 程 所 确定 的 流 x 仍然 不 一 定 是 可 行 的 , 即 某 些 树 
弧 上 的 流量 可 能 是 负数 ,我 们 把 使 得 相应 的 流 x 为 可 行 流 的 基 Bi 
称 为 可 行 基 , 支 撑 树 工 称 为 可 行 树 .与 单纯 形 算法 只 对 基本 可 行 解 
操作 对 应 ,网 络 单纯 形 算法 只 对 可 行 树 进行 操作 .为 了 判断 什么 时 候 
可 行 树 所 对 应 的 流量 是 最 优 流 ,算法 仍然 利用 检验 数 进行 判断 :按照 
一 般 单 纯 形 算法 的 表示 方法 ,检验 数 的 值 为 C -xB, 这 里 x 是 对 偶 
变量 ,对 于 最 小 费用 流 问题 , 弧 (i 7) 对 应 的 检验 数 的 值 为 c5 = ci ~ 
x; -mi(r 为 对 偶 变量 , 即 节点 上 的 势 ). 下 面 讨 论 如 何 快速 地 获得 对 
偶 变量 x 的 值 . 

在 容量 无 限 这 一 特殊 问题 中 ,互补 松弛 条 件 式 (8.5. 14) 一 
式 (8.5.16) 

当 zs=0 时 cc 二 之 0 (8.5.21) 

当 zx; >0 时 ci=cy™ xitrj=0 (8.5.22) 

假设 我 们 已 经 给 定 了 一 个 基本 可 行 解 x, 基 和 矩阵 所 对 应 的 可 行 
树 为 工 . 由 于 只 有 树 弧 上 的 流量 可 以 为 正 数 ,所 以 只 有 树 弧 才 有 可 
能 满足 式 (8.5.22). 支 撑 树 上 的 弧 共 有 7 -1 工 条 ,而 对 偶 变 量 (节点 
上 的 势 ) 共 有 ) 个 ,在 相差 一 个 常数 的 意义 下 ,由 了 中 的 弧 满 足 
cj 一 zi 十 zj 一 0 可 以 惟一 地 确定 对 偶 变 量 ( 节 点 上 的 势 x;). 具体 来 
说 ,我 们 可 以 任意 选 定 一 个 节点 (这 一 节点 通常 称 为 “ 根 ") , 令 该 节点 
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的 势 为 0, 然后 利用 式 (8.5.22) 计 算 与 该 节点 相 邻 的 其 他 节点 上 的 
势 , 如 此 重复 就 可 以 方便 地 获得 所 有 节点 上 的 势 .如 果 如 此 确定 的 对 
偶 变 量 x; 同时 使 得 式 (8.5.21) 也 成 立 , 则 x 就 是 原 问 题 的 最 优 解 . 
实际 上 ,约束 式 (8.5.21) 表 示 的 就 是 检验 数 非 负 这 一 最 优 条 件 , 或 者 
说 正 是 x 为 对 偶 可 行 解 的 要 求 . 

反 过 来 说 ,如 果 x 不 是 最 优 解 , 则 一 定 存在 一 条 非 树 弧 ( 户 ,9 )， 
使 得 式 (8.5.21) 不 成 立 , 即 cz = co 一 zp+xo<0, 此 时 , 弧 (p,g) 可 
以 进入 基 . 为 了 找 出 原来 基 中 的 一 条 弧 离 基 , 我 们 可 以 看 出 
TULC,d)i 一 定 含 有 一 个 惟一 的 圈 W ,我 们 把 弧 (p,q) 的 方向 定 
义 为 W 的 方向 . W 的 费用 为 

C(W)= 2 -2 


(i jE Ww (DEW 

= 2 (mtn)- 2 (ct) 
(i DE Ww {DEW 

— T 
Cpa 


即 W 为 一 个 负 费 用 圈 , 所 以 沿 W 增 广 流量 将 会 得 到 总 费用 下 
降 .为 了 在 W 中 找 出 一 条 弧 离 基 ,我 们 应 当 令 增 广 的 流量 等 于 W- 
所 有 弧 上 当前 流量 中 的 最 小 值 ,而 取得 该 最 小 值 的 弧 离 基 ( 如 果 
W” = @, 则 原 问 题 是 无 界 的 , 即 最 小 费用 可 以 趋 于 负 无 穷 大 ). 

基于 以 上 讨论 ,我们 给 出 网 络 单纯 形 算 法 的 具体 步骤 : 

Step 1. 获得 一 个 初始 的 可 行 树 T 及 对 应 的 基本 可 行 解 x( 我 
们 在 后 面 介绍 具体 方法 ). 

Step 2. 计算 对 偶 变 量 x. 

Step 3. 判断 是 否 为 最 优 解 ,若是 , 则 停止 ;否则 选 定 一 个 人 基 
变量 ( 即 选 入 基 绝 (p,qg)). 

Step 4. 选 定 一 个 离 基 变 量 ( 即 选 离 基 弧 ) ,如 果 找 不 到 这 样 的 
弧 , 则 原 问 题 是 无 界 的 ,停止 ;否则 转 Step 5. 

Step 5. 设 W 为 TUI1(p,q)1 所 含 的 圈 , 沿 WW 的 正 向 增 广 流 
量 , 即 修改 x 及 对 应 的 可 行 树 工 , 转 Step 2. 

例 7. 试用 网 络 单纯 形 算法 计算 如 图 8.33(a) 所 示 网 络 中 的 最 
小 费用 流 (图 中 弧 上 的 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 
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供需 量 ; 假 设 所 有 弧 的 下 容量 为 零 , 上 容量 为 无 穷 ) . 

解 ”首先 假设 已 经 获得 一 个 初始 的 可 行 树 了 = {(1,2),(1,3)， 
(2,4)1 ,对 应 的 基 可 行 解 x 和 对 应 的 对 偶 变 量 x 如 图 8.33(b) 所 示 
(图 中 弧 上 的 数字 表示 树 弧 上 的 流量 x, 令 节点 4 的 对 偶 变量 为 0, 节 
点 上 的 数字 表示 对 偶 变 量 x) ,当前 费用 为 6+20-S=21。 对 于 非 树 
弧 计算 :c = -1-4+11=6>0,c 有 =6-11+4= 一 1<0,c 和 =3 一 
11+0= -8<0. 

选取 (3,2) 为 人 基 弧 , 负 费 用 圈 W = 1(3,2),(1,2),(1,3)|, 选 
取 (1,2) 为 离 基 弧 , 沿 W 增 广 3 个 单位 流量 ,修改 对 偶 变量 r, 得 到 
如 图 8.33(c) 所 示 网 络 , 当 前 费用 为 -20+18+20=18。 对 于 非 树 
弧 计 算 :czE=2-5+4=1>0,c3 = -1-4+10=5>0,c%=3-11 
+0= -8<0. 

选取 (3,4) 为 人 基 弧 , 负 费 用 圈 W= {(3,4),(2,4),(3,2)} , 选 
取 (1,2) 为 离 基 弧 , 沿 W 增 广 3 个 单位 流量 ,修改 对 偶 变 量 r, 得 到 
如 图 8.33(d) 所 示 网 络 ,当前 费用 为 -20+9+8= -3. 对 于 非 树 弧 
计算 :c=2-(-2)+4=8>0,c%= -1-4+3= 一 2<0,c 和 =6 一 
3+4=7>0. 

选取 (2,3) 为 人 基 绝 , 负 费用 图 W = |(2,3),(3,4),(2,4)} , 选 
取 (2,4) 为 离 基 弧 , 沿 W 增 广 2 个 单位 流量 ,修改 对 偶 变 量 x, 得 到 
如 图 8.33(e) 所 示 网 络 , 当 前 费用 为 -20+15+( 一 2)= 一 7. 对 于 非 
树 统计 算 : c=2-(--2)+2=6>0,c$%=6-3+2=5>0,c%=4- 
2+0=2>0. 此 时 得 到 最 优 解 . 

我 们 在 线性 规划 中 学 习 过 ,一 般 的 单纯 形 算法 可 能 发 生 退 化 其 
至 循环 . 所谓 退化 ,是 指 某 一 旋转 变化 增 广 的 流量 为 零 ( 即 出 弧 上 的 
流量 在 增 广 前 已 经 为 零 ) ,因此 并 不 是 真正 获得 费用 的 改进 .所 谓 循 
环 ,是 指 存在 一 个 旋转 变换 的 周期 ,该 周期 内 的 旋转 变换 都 是 退化 
的 ,因此 算法 无 法 终止 .在 网 络 单纯 形 算法 中 ,如 果 不 进行 进一步 的 
特殊 处 理 , 也 可 能 会 出 现 退 化 甚至 循环 .实际 计算 测试 表明 ,网 络 单 
纯 形 算法 中 往往 90% 以 上 的 旋转 变换 都 是 退化 的 .所 以 ,谨慎 地 处 
理 退 化 对 保证 算法 的 效率 是 非常 关键 的 . 
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网 络 单纯 形 算法 实际 上 是 对 可 行 树 进 行 操 作 . 如 果 算 法 能 够 保 
证 每 次 所 操作 的 可 行 树 “ 都 不 相同 ”, 则 算法 -- 定 不 会 出 现 循环 ,从 而 
一 定 在 有 限 步 停止 .这 里 ,所 得 的 “ 树 不 相同 "是 指 节点 标号 的 树 不 相 
同 . 

这 里 我 们 介绍 处 理 退化 的 强 可 行 树 方法 . 

定义 8.23 假定 计算 节点 上 的 势 时 选 定 的 “ 根 节 点 "是 园 定 的 . 
对 于 可 行 树 了 中 的 一 条 树 弧 (7) ,如 果 工 中 从 根 到 j 的 路 通过 节 
点 7, 则 (i,j) 称 为 远离 根 节点 的 弧 . 如 果 工 中 的 所 有 流量 为 零 的 弧 
都 是 远离 根 节点 的 弧 , 则 称 为 可 行 树 工 为 强 可 行 树 . 

例 8. 如 图 8.34 所 示 网 络 中 ,假设 弧 上 
的 数字 表示 当前 可 行 流 . 若 节点 1 为 根 节点 ， 
则 Ti= !(1,3),(3,2),(3,4)} 为 强 可 行 树 ， 
(DT, = 1(1,3),(2,3),(3,4)} 不 是 强 可 行 树 . 因 
为 T; 中 的 (2,3) 不 是 根 节点 的 纹 . 

引 理 8.2 如果 网 络 单纯 形 算法 中 生成 

图 8.34 的 所 有 可 行 树 都 是 强 可 行 树 , 则 这 些 树 互 不 
相同 . 

证 ”如 果 网 络 单纯 形 算法 中 的 旋转 变换 不 是 退化 的 , 则 相应 的 
可 行 树 对 应 的 可 行 流 费 用 互 不 相同 ,因此 这 些 树 也 一 定 互 不 相同 .所 
以 ,我 们 只 需要 考虑 旋转 变换 退化 的 情况 . 如果 T 为 生成 树 ,r 为 根 
节点 , 则 x( 工 ) = 2 — Xi) . 

考虑 算法 过 程 中 连接 生成 的 两 棵 强 可 行 树 T, 了 T= TU {(p， 
g)| 一 (8,71)1, 即 (p,q) 为 人 基 弛 ,(k,7) 为 离 基 弧 , 且 从 芽 到 于 的 
旋转 是 退化 的 .旋转 变换 前 后 ,(p,g) 弧 上 的 流量 都 是 零 , 由 于 了 是 
强 可 行 树 , 所 以 (p,qg) 约 一定 是 远离 根 节点 的 弧 ; 且 (p,q) 弧 将 工 
分 解 为 两 棵 子 树 TT, 和 T。 并 且 p,q 分 别 属于 T 了 ,和 T, 则 rE€ Ty. 
记 示 对 应 的 势 为 X, 根 据 势 的 确定 方法 ,可 以 得 到 : 

当 i€T, 时 Ti 一 Ti (8.5.23) 

当 iE€T, 时 Ti 二 Ti 十 52 (8.5.24) 
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因为 ce, <0, 所 以 x(T)=x(T)+|T, |es <a(T). 

因此 , 工 和 工 是 两 棵 不 同 的 强 可 行 树 .证 上 毕 . 

上 述 引 理 说 明 , 如 果 网 络 单纯 形 算法 生成 的 所 有 可 行 树 都 是 强 
可 行 树 , 则 可 以 避免 发 生 循 环 .那么 ,如 何 保 证 只 对 强 可 行 树 进行 处 
理 呢 ? 首先 ,我 们 当然 要 求 初始 的 基本 可 行 解 是 对 应 于 一 棵 强 可 行 
树 ,这 一 点 我 们 将 在 后 面 详细 介绍 ;其 次 ,我 们 要 求 旋转 变换 只 生成 
强 可 行 树 , 这 就 要 求 算法 在 选择 离 基 弧 时 不 能 完全 没有 任何 限制 ,而 
是 要 有 一 定 的 优先 顺序 , 设 旋转 过 程 之 前 , 强 可 行 树 为 工 ,( 记 ,9) 为 
入 基 弧 ,TUI(p ,9)} 包 含 的 较为 W ,假设 W- 关 DO, 令 6 = min{ Xi 
1 站 E 克 -到 = 站)E 克 -125=9 则 有 克 为 所 有 可 能 的 离 
基 弧 的 集合 .进一步 ,我 们 记 节 点 p 是 中 从 根 节点 x 到 节点 p 的 
路 与 图 W 的 第 一 个 交点 ,并 选取 离 基 弧 (&,7) 为 从 户 出 发 沿 圈 砚 
的 正 向 前 进 时 第 一 次 遇 到 的 殉 中 的 弧 ( 前 面 说 过 ,我 们 把 弧 (p ,9g) 
的 方向 定义 为 W 的 方向 ). 

很 容易 看 出 ,T= TU 1(p,q)i 一 {(&, 7) 仍然 是 强 可 行 树 ,如 
果 旋 转 是 非 退 化 的 , 则 只 需要 检验 殉 一 1(k,1)| 中 的 绝 在 工 中 是 否 
为 远离 根 节点 的 弧 ;如 果 旋 转 是 退化 的 , 则 只 需要 检验 WU 1(p， 
g)i 一 i(k,7) | 中 的 弧 在 工 中 是 否 为 远离 根 节点 的 弧 . 由 于 离 基 绝 
(上 ,7) 为 从 出 发 沿 圈 W 的 正 向 前 进 时 第 一 次 遇 到 的 W 中 的 弧 ， 
所 以 上 述 问 题 的 答案 是 肯定 的 , 即 工 是 强 可 行 树 . 

前 面 的 讨论 中 我 们 没有 说 明 如 何 获 得 第 一 个 (初始 ) 基 本 可 行 
解 ,并 且 为 了 处 理 退 化 ,我 们 希望 初始 解 对 应 的 可 行 树 是 强 可 行 树 ， 
一 般 可 以 采用 大 一 M 方法 构造 初始 的 强 可 行 树 . 

从 线性 规划 的 学 习 中 知道 ,在 大 一 M 方法 中 ,需要 加 入 一 系列 
人 工 变 量 ( 人 工 绝 ). 这 里 我 们 首先 在 原 问 题 的 网 络 中 加 入 一 个 人 工 
节点 0, 并 假设 其 供需 量 为 io =0。 然 后 对 原 网 络 中 的 所 有 节点 i， 
按 如 下 步骤 加 入 人 工 弧 :如 果 di >0, 则 加 入 人 工 弧 (,0); 否 则 加 入 
人 工 弧 (0,i). 记 所 有 人 工 弧 的 集合 为 To ,所 有 人 工 弧 上 的 费用 工 
假定 为 一 个 充分 大 的 正 数 M ,并 称 原 网 络 加 入 人 工 驱 后 的 新 网 络 为 
人 工 网 络 . 
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显然 ,TW 是 人 工 网 络 的 一 棵 强 可 行 树 , 因 此 可 以 对 人 工 网 络 上 
的 最 小 费用 流 问题 直接 应 用 网 络 单纯 形 算法 解 .由 于 M 是 一 个 充 
分 大 的 正 数 ,因此 当 算法 终止 时 ,有 三 种 情况 : 

(1) 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 有 有 界 的 最 优 解 , 且 最 优 解 中 
所 有 人 工 统 上 的 流量 为 零 , 则 原 问 题 也 有 有 界 的 最 优 解 , 且 人 工 网 络 
中 人 工 弧 上 的 流量 正好 就 是 原 问 题 的 最 优 解 . 

(2) 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问题 有 有 界 的 最 优 解 , 且 最 优 解 中 
某 些 人 工 弧 上 的 流量 不 为 零 , 则 原 问 题 是 不 可 行 的 . 

(3) 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 没有 有 界 的 最 优 解 ( 即 最 优 值 
趋向 负 无 穷 ) , 则 原 问 题 也 没有 有 界 的 最 优 解 ( 即 最 优 值 趋向 负 无 
穷 ) . 

然而 ,如 果 M 的 取 值 不 足够 大 ,即使 原 问 题 有 有 界 的 最 优 解 ， 
人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 可 能 也 会 没有 有 界 的 最 优 解 ( 即 最 优 
值 趋向 负 无 穷 ) .那么 ,实际 计算 中 M 取 多 大 才 算 “充分 大 ” ,理论 上 
可 以 证 明 , 当 M>(n 一 1)c/2 时 ,上述 结论 (1) 一 (3) 就 是 成 立 的 (这 
里 c=maxi|c;|:(i,j)€41). 在 实际 应 用 中 ,一 般 采用 一 种 自 适 应 
策略 :首先 取 M 为 某 一 个 中 等 规模 大 小 的 正 数 进行 计算 ;如 果 最 优 
解 中 某 些 人 工 弧 上 的 流量 不 为 零 , 则 增加 M 是 规模 重新 计算 . 

网 络 单纯 形 算法 可 以 直接 推广 到 容量 有 界 的 最 小 费用 流 问 题 ， 
即 假设 所 有 弧 上 的 容量 可 以 有 下 界 和 上 界 的 约束 .这 里 我 们 直接 给 
出 相应 的 结论 ,详细 的 推导 留 给 读者 自己 完成 . 

首先 ,这 个 问题 一 般 可 以 表示 为 


min eT™x (8.5.25) 
s.t. Bxr=d (8.5.26) 


其 中 已 和 wi 分 别 为 容量 的 下 界 和 上 界 . 

在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 用 支撑 树 表示 基 , 只 有 树 弧 上 的 流量 可 以 
为 正 数 , 所 有 非 树 弧 上 的 流量 等 于 下 界 零 .对 于 容量 有 上 、 下 界 约束 
的 情形 ,仍然 只 有 树 弧 上 的 流量 可 以 不 等 于 下 界 和 上 界 , 而 所 有 非 树 
弧 上 的 流量 只 能 等 于 下 界 或 上 界 . 但 是 ,与 前 面 的 讨论 不 同 的 是 ,这 
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里 我 们 对 非 树 弧 还 需要 进一步 明确 其 流量 究竟 等 于 下 界 还 是 上 界 ， 
也 就 是 说 , 基 可 以 用 所 有 强 的 一 个 划分 (本 ,LL,U) 来 表示 ,其 中 械 是 
一 棵 支撑 树 , 是 非 树 弧 中 流量 等 于 下 界 的 弧 的 集合 , U 是 非 树 弧 
中 流量 等 于 上 界 的 弧 的 集合 .三 元 组 (T,L,DU) 可 以 称 为 基 结 构 ( 简 
称 为 基 ) ,或 支撑 树 结构 .给 定 一 个 基 结 构 ( 了 T,L，U), 非 树 弧 上 的 流 
量 已 经 确定 ,所 以 树 弧 上 的 流量 也 可 以 方便 地 根据 节点 上 的 流量 守 
恒 约 束 计算 出 来 ,并 且 也 是 惟一 的 . 如果 这 些 流量 同时 满足 容量 的 
上 、 下 界 约束 , 则 (了 ,L, LU) 是 可 行 支撑 树 与 前 面 的 讨论 完全 类 似 地 


进行 计算 . 
为 了 处 理 退 化 和 循环 ,仍然 可 以 类 似 强 可 行 树 概 念 定义 强 可 行 
树 结构 . 


定义 8.24 假定 计算 节点 上 的 势 时 所 选 定 的 “ 根 节点 "是 固定 
的 ,在 可 行 树 结构 ( 工 , 荆 , U) 中 ,如 果树 弧 中 所 有 流量 等 于 下 界 的 弧 
都 是 根 节 点 的 ,并 且 树 弧 中 所 有 流量 等 于 上 界 的 弧 都 不 是 远离 根 节 
点 的 (可 以 称 为 面向 根 节点 的 ) , 则 ( 工 , 工 , U) 是 强 可 行 树 结构 . 
为 了 从 一 个 初始 的 强 可 行 树 结构 开始 迭代 ,仍然 可 以 构造 人 工 
网 络 ,采用 大 一 M 方法 。 具 体 方 法 是 :增加 人 工 节 点 零 ,并 假设 其 供 
需 量 为 do =0. 然 后 对 原 网 络 中 的 所 有 节点 i, 按 如 下 步骤 加 入 人 工 
弧 : 如 果 qd;>0, 则 加 入 人 工 绝 (i,0); 否 则 加 入 人 工 绝 (0,i). 记 所 有 
人 工 弧 的 集合 为 Tt ,所 有 人 工 弧 上 的 费用 工 假定 为 一 个 充分 大 的 
正 数 M ,并 称 原 网 络 加 入 人 工 弧 后 的 新 网 络 为 人 工 网 络 . 此 时 ,问题 
转化 为 
minc(x) = 2 Coro 十 MI( >» Xi0 十 2 x0i ) 


人 (0O)ET(0) (0,DE TO 
(8.5.28) 
st 3D) co- 2 r=d viEvuU1o 
(i EAUT™ (DEAUT® 
(8.5.29) 
lj; SS Xi ES ui, V(i,7) EA (8.5.30) 


0<zrod, ViHd,>0 (8.5.31) 
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其 中 di= di~ Dyt+ SS Zi; (8.5.33) 
(NEA (i EA 

di=- dit+ Dl- pL; (8.5.34) 
(i ,NEA {i EA 


此 时 ,( 丁 中 ,A, 作 ) 是 初始 的 强 可 行 树 结构 ,县 初始 基本 可 行 解 为 
VOi)EA, ry= lssV(i,0E TH, ad;>0, zo 
= -di;yY (0,i)E TV d,<0, xo; 
= -4d.;,. 

下 面 我 们 直接 给 出 网 络 单纯 形 算法 步 又 : 

Step 1. 获得 一 个 初始 的 基本 可 行 解 x 及 对 应 的 强 可 行 树 结 
构 (T,L,U). 

Step 2. 计算 对 偶 变 量 x. 

Step 3. 判断 是 否 达 到 最 优 解 ,根据 互补 松弛 条 件 , 如 果 对 任 
意 的 (i,j)EL,c5 之 0; 并 且 YV (i,j)E€ U,c5 亿 0, 则 已 经 达到 最 优 
解 ,否则 选取 一 条 不 满足 上 述 条 件 的 弧 (p,q) 为 人 基 绝 . 

Step 4. 设 TU1(p,g)l 包 含 的 圈 WW. 如果 (p,qg)E€L ,我 们 把 
弧 (p ,9q) 的 方向 定义 为 W 的 方向 ( 正 向 ); 如 果 (p,q)€ LU ,我们 把 
弧 (z,q) 的 相反 方向 定义 为 W 的 反 向 .假设 W 关 9, 令 

=min(min{f zy -ll(i,)E WT 1, 
min{ wu; 一 2 Ew: 上， 
W:= {EW Iz -ly=6UW 
= 站 En 

则 充 为 所 有 可 能 的 离 基 弧 的 集合 ,进一步 我 们 记 节 点 p 是 T 
中 从 根 节点 7 到 节点 p 的 路 与 图 W 的 第 一 个 交点 ,并 选取 离 基 绝 
(&,Z) 的 从 到 出 发 沿 圈 多 的 正 向 前 进 时 第 一 次 所 过 到 的 WW 中 的 
绝 . 

Step 5.， 沿 圈 W 的 正 向 增 广 流量 6, 即 修 改 x 及 对 应 的 强 可 行 
树 结构 ( 工 , 工 ,D) , 转 到 Step 2. 

例 9. 用 网 络 单纯 形 算法 计算 如 图 8.35(a) 所 示 网 络 中 的 最 小 


第 八 章 ”网络 规 划 - 281 


费用 流 (假设 所 有 弧 上 的 下 界 为 零 , 图 中 弧 上 的 前 一 个 数字 表示 弧 上 
的 容量 ,后 一 个 数字 表示 张 上 的 单位 费用 ,节点 上 的 数字 表示 供需 
量 ). 

解 ”首先 假设 已 经 获得 一 个 初始 的 可 行 树 结构 T= {(1,2)， 
(1,3),(2,4),(2,5),(5,6)},L=1(2,3),(5,4)}, U= {1(3,5),(4, 
6)1 ,对 应 的 基本 可 行 解 x 和 对 应 的 对 偶 变 量 x, 如 图 8.35(b) 所 示 
(图 中 弧 上 的 数字 表示 树 弧 上 的 流量 x; 令 节点 3 的 对 偶 变量 为 零 ， 
节点 上 的 数字 表示 对 偶 变 量 r). 

此 时 , 树 弧 中 只 有 (1,2) 上 的 流量 是 等 于 其 上 容量 的 ,上 且 (1,2) 是 
面向 根 节点 的 ,因此 (个 , 工 ,U) 是 强 可 行 树 结构 .计算 可 知 c 有 =4 一 
0+(-3)=1>0. 因 此 它 不 满足 最 优 条 件 ,我 们 选取 (3,5) 为 人 基 弧 ， 
此 时 , 沿 增 广 圈 可 以 增 广 的 最 大 流量 为 1, 即 (2,5) 离 基 , 增 广 并 计算 
对 偶 变 量 得 到 如 图 8.35(c) 所 示 网 络 。 

此 时 ,可 行 树 结构 T= 1(1,2),(1,3),(2,4),(3,5),(5,6)|， 
工 = 1(2,3),(5,4)},U=1{(2,5),(4,6)1 .由 于 树 弧 上 的 流量 都 不 等 
于 其 上 的 容量 ,因此 ( 工 , 工 ,D) 仍 然 是 强 可 行 树 结构 ,计算 可 知 c 和 5 = 
3-(-6)+(-8)1>0. 因 此 它 不 满足 最 优 条 件 ,我 们 选取 (4,6) 为 人 
基 弧 ,此 时 , 沿 增 广 圈 可 以 增 广 的 最 大 流量 为 1, 即 (3,5) 离 基 , 增 广 
并 计算 对 偶 变 量 得 到 如 图 8.35(d) 所 示 网 络 . 

容易 验证 ,此 时 已 经 得 到 最 优 解 . 

值得 指出 的 是 ,上 面 介 绍 的 网 络 单纯 形 算法 步骤 4 中 选取 的 离 
基 弧 可 能 就 是 步骤 3 中 的 人 基 弧 .这 时 ,经 过 一 次 旋转 ,虽然 了 是 不 
变 的 ,但 U,L 会 发 生变 化 ,算法 过 程 中 只 对 强 可 行 树 结构 进行 处 
理 ,因此 可 以 避免 出 现 循环 .为 了 获得 较 好 的 计算 效率 ,在 计算 机 上 
具体 实现 网 络 单纯 形 算 法 时 ,一 般 还 要 仔细 选 定 具 体 的 网 络 表示 方 
法 ,以 及 对 树 的 操作 采用 一 些 特殊 的 高 效 算法 等 ,这 些 细节 我 们 就 不 
再 详细 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参看 一 些 相关 的 专著 . 
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图 8.35 


习 题 


1. 国际 女排 锦标 赛 最 后 由 中 国 、 古 巴 .俄罗斯 和 美国 进行 循环 赛 
决 出 名 次 ,其 比赛 结果 是 :中 国 胜 俄罗斯 和 美国 ,古巴 胜 中 国 和 俄 罗 
斯 ,俄罗斯 胜 美 国 , 美 国 胜 古 巴 .试用 图 表示 这 一 结果 . 

2. 设 A 是 简单 图 G 的 关联 矩阵 . 试 证 A 的 每 一 列 之 和 均 为 2. 

3. 证 明 ;n 阶 连通 有 向 图 的 关联 矩阵 的 秩 为 n 一 1. 这 一 结论 对 
无 向 图 是 否 成 立 ? 

4. 分 别 用 本 书 介 绍 的 3 种 最 小 树 算法 计算 图 8.36 中 网 络 的 最 
小 树 . 

5. 分 别 用 本 书 介 绍 的 3 种 最 小 树 算法 计算 图 8.37 中 网 络 的 最 
小 树 . 

6. 计 算 上 题 网 络 中 的 最 小 树 ,使 其 包含 与 节点 1 相关 的 3 条 弧 
(1,2),(1,3) 和 (1,4). 
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7. 用 Dijkstra 算法 求 图 8.38 所 示 网 络 中 自 点 1 到 其 他 各 点 的 最 
短路 长 . 

8. 用 Floyd 算法 计算 图 8.39 所 示 网 络 中 所 有 点 对 间 的 最 短路 . 

9. 用 Ford-Fulkerson 算法 计算 图 8.40 所 示 网 络 中 从 ， 到 +: 的 最 
大 流 . 

10. 在 图 8.41 所 示 网 络 中 , 找 出 所 有 的 基本 解 ( 基 本 流 ) 及 对 应 
的 树 ,并 指出 哪些 是 可 行 的 ,哪些 是 强 可 行 的 .假设 节点 上 的 数字 表 
示 供 需 量 ,所 有 弧 上 的 流量 只 有 非 负 限制 ,费用 任意 . 

11. 用 网 络 单纯 形 算法 计算 图 8.42 所 示 网 络 的 最 小 费用 流 . 

12. 用 网 络 单纯 形 算 法 计算 图 8.43 所 示 网 络 的 最 小 费用 流 . 
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$9.1 对 策 论 概述 


在 实际 生活 中 ,人 们 往往 要 涉及 团体 或 个 体 之 间 的 竞争 或 相互 
利益 冲突 问题 ,如 体育 比赛 ,经 济 市 场 中 买卖 双方 的 价格 争执 ,资源 
环境 的 利用 与 保护 ,战争 冲突 等 .这 类 冲突 问题 的 理论 模型 为 对 策 或 
博弈 (game) . 

对 策 论 也 称 博 弈 论 ,是 一 种 专门 研究 和 分 析 韦 盾 抗 争 现象 的 数 
学 理论 .对 其 进行 真正 的 科学 研究 始 于 20 世纪 初 , 以 泽 梅 洛 (Zerme- 
lo) 、 博 雷 尔 (Borel) 汉 : 纽 曼 (Von Newman) 等 人 的 工作 为 代表 . 汉 :， 
纽曼 (Von Newman) 和 摩根 斯 坦 (Morgensten) 于 1944 年 合 著 的 《对 
策 论 和 经 济 行为 ?是 对 策 论 发 展 成 为 一 门 科学 的 标志 .该 理论 讨论 在 
复杂 的 矛盾 冲突 等 活动 中 ,局 中 人 应 采用 何 种 合理 的 策略 才能 处 于 
有 利 的 地 位 ,并 取得 较 理 想 的 结果 . 


9.1.1 对 策 模型 的 三 个 基本 要 素 


1. 局 中 人 (player) 

在 一 个 对 策 行为 中 ,或 者 在 一 局 对 策 中 ,有 权 决 定 自己 行为 方案 
对 策 的 参加 者 称 为 局 中 人 .通常 用 工 表示 局 中 人 的 集合 ,如 果 有 ?7 
个 局 中 人 , 则 了 = {1,2,…,n|. 一 般 要 求 一 个 对 策 中 至 少 有 两 个 局 中 
人 . 称 只 有 两 个 局 中 人 的 对 策 为 二 人 对 策 , 把 多 于 两 个 局 中 人 的 对 策 
称 为 多 人 对 策 . 
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2. 策略 (Strategy) 

在 一 局 对 策 中 ,可 供 局 中 人 选择 的 实际 可 行 的 完整 的 行动 方案 
称 为 一 个 策略 . 局 中 人 的 所 有 策略 的 全 体 称 为 局 中 人 的 策略 集合 
(strategy sel) ,参加 对 策 的 局 中 人 i 的 策略 集合 记 做 S;. 显然 ,每 个 
局 中 人 至 少 有 两 个 以 上 的 策略 . 

3. 赢 得 函数 (支付 函数 ) 

在 一 局 对 策 中 ,每 个 局 中 人 都 有 自己 的 策略 集合 ,从 每 个 局 中 人 
的 策略 集合 中 各 取出 一 个 策略 组 成 一 个 策略 组 称 为 一 个 局 势 , 即 假 
设 * 是 第 i 个 局 中 人 的 一 个 策略 , 则 ”个 局 中 人 的 策略 可 以 形成 一 
个 策略 组 s = (s1,s2,… ,sn).s 就 是 一 个 局 势 , 若 记 S 是 全 体 局 势 的 
集合 , 则 

S=SIXSzXx…XS，. 

当 一 个 局 势 S 出 现 后 ,应 该 为 每 一 个 局 中 人 规定 一 个 赢得 值 
(或 所 失 值 )H;(;), 显 然 已 (s) 是 定义 在 S 上 的 函数 , 称 为 局 中 人 : 
的 赢得 函数 . 

一 般 地 ,当局 中 人 ,策略 集合 和 赢得 函数 这 三 个 基本 要 素 确 定 
后 ,一 个 对 策 模 型 也 就 确定 了 . 


9.1.2 对 策 的 分 类 


(1) 根 据 局 中 人 的 个 数 , 分 为 二 人 对 策 与 多 人 对 策 . 

(2) 根 据 局 中 人 各 方案 策略 集合 中 的 策略 是 否 有 限 ,分 为 有 限 对 
策 与 无 限 对 策 . 

(3) 根 据 局 中 人 的 赢得 函数 的 代数 和 是 否 为 零 , 分 为 零 和 对 策 与 
非 零 和 对 策 . 1 

(4) 根 据 策略 的 选择 是 否 与 时 间 有 关 ,可 以 分 为 静态 对 策 与 动态 
对 策 .静态 对 策 又 可 以 根据 各 局 中 人 之 间 是 否 结盟 ,分 为 结盟 对 策 与 
不 结盟 对 策 . 

(5) 根 据 对 策 模型 的 数学 特征 ,分 为 矩阵 对 策 ,连续 对 策 ,微分 对 
策 , 凸 对 策 以 及 随机 对 策 . 
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$9.2 拓 阵 对 策 


和 矩阵 对 策 即 二 人 有 限 零 和 对 策 , 是 指 这 样 一 类 对 策 现象 :参加 对 
策 的 人 只 有 两 个 ,每 个 局 中 人 都 只 有 有 限 个 可 供 选 择 的 策略 ,而 且 在 
任 一 局 中 两 个 局 中 人 的 说 得 之 和 等 于 零 , 即 一 个 局 中 人 的 所 得 恰好 
等 于 另 一 个 局 中 人 的 所 失 . 这 种 对 策 的 特点 是 局 中 人 的 利益 是 冲突 
的 ,所 以 矩阵 对 策 又 称 为 有 限 对 抗 对 策 . 


9.2.1 和 矩阵 对 策 的 数学 模型 


我 们 分 别 用 工 , 开 代 表 两 个 局 中 人 ,假设 局 中 人 工 有 m 个 策略 
aa an, 则 工 的 策略 集合 S1 = (a1,a2,…,am); 同 理 ,如 果 局 
中 人 下 有 ， 个 策略 PPp ,有 , 则 下 的 策略 集合 S; = (Pi, BB,，…， 
B, ) .我 们 通常 称 策略 集合 S; 和 S; 中 的 策略 wi ,8 为 纯 策 略 , 同 时 
称 Si , S; 为 纯 策 略 集合 . 

当局 中 人 工 选 定 纯 策 略 a; 和 局 中 全 选 定 纯 策略 p; 后 ,就 形 
成 一 个 纯 局 势 (ai ,Bi) ,这 样 的 纯 局 势 共有 m Xx n 个 ,对 任 一 个 纯 局 
势 (wi ,8 ), 若 记 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 为 (ay )。x，, 则 称 


all a12 Qln 
C21 422 U2n 
Unml Qn2 机 Cpnn 


为 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 .由 于 对 策 是 零 和 的 ,因此 只 要 给 出 [ 的 说 得 
和 矩阵 4 ,就 等 于 给 出 了 局 中 人 本 的 赢得 矩阵 ,显然 , 下 的 赢得 矩阵 为 
- 4, 两 者 的 和 为 零 矩 阵 . 

由 此 可 见 , 给 出 了 一 个 和 矩阵 对 策 就 给 定 了 一 个 说 得 矩阵 ;反之 ， 
给 定 了 一 个 赢得 矩阵 ,一 个 矩阵 对 策 也 就 确定 了 .通常 将 这 个 对 策 记 
为 G=1|Si,S: ,4}， 
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9.2.2 和 天 阵 对 策 的 最 优 策略 


所 谓 局 中 人 的 最 优 策略 是 指 在 多 次 重复 进行 对 策 时 ,该 对 策 能 
保证 获得 最 大 可 能 的 平均 赢得 (或 最 小 可 能 的 平均 损失 ) ,求解 一 
对 策 就 是 要 找 出 每 一 个 局 中 人 的 最 优 策略 . 

定义 9.1 设 一 矩阵 对 策 为 G = {Si1, Ss,A41, 其 中 : Si1 = (al， 
az， am )， 92 一 (pp ,0 ) ， 4=(ai)wxn 若 

max min az = min max ai (9.2.1) 
成 立 , 用 Ve 表示 式 (9.2. 1) 的 值 ， 则 称 Ve 为 对 策 的 值 , 使 得 式 
(9.2.1) 成 立 的 局 势 (a;* , B* ) 称 为 对 策 G 的 平稳 局 势 ( 或 最 优 局 
势 ) ,或 称 对 策 在 纯 策 略 意 义 下 的 解 , 称 a;* ,B;* 分 别 是 局 中 人 1] 和 开 
的 最 优 策略 . 

车 存在 一 个 局 势 (a,* ,BP;" ) 使 or Jj = max minas = min max as 
则 局 势 (a,* ,B* ) 就 是 对 策 G 在 纯 策略 意义 下 的 解 显然 ,a;";' 在 算 
阵 4 中 既是 第 i * 行 的 最 小 元 素 , 又 是 第 j' 列 的 最 大 元 素 , 因 此 在 甜 
阵 对 策 中 又 称 ci" 六 是 矩阵 4 的 鞍点 ,或 对 策 G 的 鞍点 . 

定理 9.1 和 拖 阵 对 策 G= 1S1,S2,Al 在 纯 策略 意义 下 有 人 解 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 一 个 局 势 (a;* ,B* ) ,使 得 对 一 切 i€ 11,2,…,m| 

jE11,2,…,n 均 有 
i" aij Sainj (9.2.2) 

证 ”必要 性 假设 mina 在 i= i 时 达到 最 大 ,而 max a 在 j= 

j “时 达到 最 小 , 即 


max minas 一 min ai min max ay = max ay 
由 于 矩阵 对 策 G 在 纯 策略 意义 下 有 角 ， 即 : :max minas j= min max qi 
故 mina;*j; = max az “从 而 max op Sai j". 即 对 一 切 i€E11l,2,…， 
m1 均 有 a" 之 ai*y 
同 理 ,可 以 证 明 对 一 切 jE 和 ,2,…,n| 有 ai*j* 信 ay* 
充分 性 ”由 不 等 式 (9.2.2) 可 得 maxay’ Sai'j" Smina;') 


a 
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- -一 - -一 。 
而 nin Max Ci maxay ”， DC “ max Mnas 站 
i i 


于 是 min max ai ,<a j -aax mina; 
另 一 方面 ,对 任 意 算 阵 4 ,显然 有 : minay<min maxay 
从 而 max minay <min max ay 
由 上 述 两 个 不 等 式 ， 可 得 max min ai = min max ay = 4";" ,因此 ,和 矩 
阵 对 策 G 在 纯 策 略 意义 下 有 解 (ai， ,B;" ) i 

例 工 . 六 局 中 人 工 有 三 不 生 呈 的， 。 局 中 人 必 有 四 丰 

2 一 工 2 0 

-3 2 -3 es 
3 -2 -1 4 
容易 发 现 :as 三 a 三 ayj 对 一 切 i€ 11,2,31 和 jE€ {1,2,3,4| 成 立 . 
因此 (ai ,8B,) 是 对 策 G 的 解 . 

例 2. 设 局 中 人 工 有 三 个 策略 , 即 a ,a2,a3, 局 中 全 有 三 个 
6 5 6 
1 4 2|. 
8 5 7 
容易 发 现 : ajy 志 ajpy 太 ajj; 且 a 全 aywy 信 a3j 对 一 切 iE€ 11,2,31 和 
jE 肛 ,2,3} 成 立 . (a1,B;) 和 (a3,Bs) 都 是 对 策 G 的 解 ,ai ,aa 都 是 
矩阵 4 的 鞍点 , 且 wjz= as =5. 此 时 局 中 人 工 的 最 优 纯 策 略 是 ci， 
a3; 而 局 中 人 的 最 优 纯 策 略 是 8B,, 且 对 策 值 Vc = 


策略 , 即 B1, Bs ,P,PBa, 相 应 的 支付 矩阵 为 A = 


策略 , 即 B1,B;, Bs, 相应 的 支付 矩阵 为 4 = 


9.2.3 矩阵 对 策 的 混合 策 酷 


对 一 般 无 鞍点 的 对 策 ,由 于 不 存在 一 个 双方 局 中 人 都 可 以 接受 
的 平稳 局 势 , 因 此 双方 选择 任何 一 种 策略 的 可 能 性 都 不 能 排除 ,为 了 
不 至 于 被 对 方 猜 出 自己 的 策略 ,最 好 的 办 法 是 随机 地 选取 各 个 纯 策 
略 ,并 给 出 选择 不 同 纯 策 略 的 概率 分 布 ,为 此 ,我 们 引进 混合 策略 的 
定义 9.2 设 有 矩阵 对 策 G = | Si,S ,4} ,其 中 :Si= (cl， 
aa ;Ss 二 (Bi Bs，… ;Bi) ,A =(as)wmxs. 如 果 局 中 人 I 以 概 
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浴 x; 选取 aj(i=1,2,…,m) 量 > = 1( 必 空 0); 局 中 和 人 [以 概 


率 y; 选取 B(j) = 1,2,: 0) 且 yw=Iw 产 0), 则 分 别称 纯 策 略 


集合 所 对 应 的 概率 向 量 义 = (1, i ) Y= = (v1 VY2 ,Vv,) 
为 局 中 人 1 和 站 的 混合 策略 ,简称 策略 .局 中 人 上 和 是 所 有 的 混 
合 策略 构成 的 集合 Si1 ”和 S，* 分 别称 为 它们 的 混合 策略 集 . 

定义 9.3 给 定 的 矩阵 对 策 G = !|Si,S ,4 ,对 于 任意 选取 的 
混合 策略 鲜 = (zhaoES 了 = (on)ES , 称 
数学 期 望 E(X,Y) = > >) aiziy 为 局 中 人 | 的 期 望 赢得 ,而 局 势 


i=t j=-! 


(X ,YY) 称 为 混合 局 势 ,对策 G”= (Si1”,S，” ,F) 为 对 策 G 的 混合 
扩充 . 
定义 9.4 设 G "=(S，,S ,已 ) 是 矩阵 对 策 CG= {Si,S,,A| 
的 混合 扩充 ,如 果 有 
max min E(X,Y)= min max 五 (天 ,站 ) (9.2.3) 


XES YES, TES，XESD 

则 称 这 个 公共 值 为 对 策 G 在 混合 记 为 Vo , 称 使 
式 (9.2.3) 成 立 的 混合 局 势 ( 久 ,YY ) 为 G 在 沪 合 策略 意义 下 的 解 
(或 平衡 局 势 ), 称 久 ”， -分别 为 局 中 人 1 和 1 是 的 最 优 策略 . 

定理 9.2 和 矩阵 对 策 G=1S;,5S;,A | 在 混合 策略 意义 下 有 解 的 
充分 必要 条 件 是 人 ，Y"), 使 得 对 一 切 
XES” ,YES, 均 有 E(X,Y’)SE(X ,YY )<E(X”,Y). 

定理 9.2 与 定理 9.1 类 似 , 故 证 明 略 . 


$9.3 给 阵 对 策 的 基本 定理 
本 节 讨 论 矩 阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 解 的 存在 性 问题 ,结论 是 : 
任何 一 个 给 定 的 仿 阵 对 策 在 混合 意义 下 一 定 有 解 . 


i 记 E(aj,Y) = > ay E(X,B)= > er 分 别 表示 局 中 人 I 


j=1 
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取 纯 策略 a; 时 的 期 望 赢得 和 局 中 人 工 取 纯 策略 8 时 的 期 望 所 失 . 

定理 9.3 ”对 给 定 的 和 矩阵 对 策 G = | Si,S: ,41, 设 和 ESr， 
YE Ss , 则 (X,Y ) 是 G 在 混合 意义 下 的 解 , 且 数 "= Vc， 的 充 
分 必要 条 件 是 对 一 切 i€ 11,2,… ,nn ,jE€ 11,2,…,n| 均 有 

E(a,Y’)<vuEE(X" ,p,). 

证 必要 性 ”假设 局 势 (X",Y* ) 是 对 策 G 在 混合 意义 下 的 

解 ,由 定理 9.2, 对 一 切 多 ES1" ,YE Ss," 均 有 
E(X,Y’*)<E(X’,Y’*)<E(X*,Y) 

由 于 纯 策 略 a;, B; 是 混合 策略 的 特殊 情况 , 且 v = Ve* = 
E( 久 ,YY "), 因 此 对 一 切 i,j 均 有 E(a,Y*) 人 v 人 E(",p). 

充分 性 ”假设 对 一 切 i,j 均 有 :E(a,Y*) 志 vv 二 E(X"*,p). 
由 于 对 任意 的 XES ,YES "有 

E(X,Y’*)= >) Dasriy;” 二 (A 


i=1 j=1 i=1 j=1 


= DE ) 入 2 XiV 三 Uv 


EK ,Y) = Da y = 3 (Da )y 


i=1 j=1 il1 jl 


二 2 E(X" ,Bi) yi 之 Dw = 一 VU 
因此 对 任意 XESI* ,YES," 有 :E(X,Y* )<u<ECX: ,YY) 


又 因为 E(X* = Dr FE(a,,Y”) < aruo=v 


i=1 


E(X”,Y') 一 SIE(X',B)y 之 二 Dj) uy,” 一 VU 
j=1 


了 


从 而 v= E(X*,Y"*). 
由 定理 9.2 可 知 : (有 *,Y*) 是 G 在 混合 意义 下 的 解 , 且 数 
v= 二 Ve" .证 些 


定理 9.4 对 任何 一 个 矩阵 对 策 G = {Si,S,,4| ,一定 存在 混 
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合意 义 下 的 解 . 
证 考虑 如 下 两 个 线性 规划 问题 


(LP) maxz=& 


Dairi 2 u, JE {1,2,.… ,7n| 
i = 


Dzxi=1 


i=1 


xX; 之 0， i E 11,2,… ,m1,w 无 约束 
及 (DP) minw=v 


St. 


| Dasy; 二 i € {11,2,.…,m) 
j=1 


Ss.t. 
Sy 1 
yj 宇 0，7 了 € 11,2,…,n1,v 无 约束 
问题 (LP) 和 问题 (DP) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 ,而 且 久 = 
(1,0,…,0)TER”,u= mina; 是 问题 (LP) 的 一 个 可 行 解 ;而 Y = 
(1,0,…,0) "ER”",v=maxaj 是 问题 (DP) 的 一 个 可 行 解 .由 线性 规 
划 对 偶 定理 可 知 ,问题 (LP) 和 问题 (DP) 分 别 存在 最 优 解 ( 关 *,u*) 
和 (Y*,v” ) ,而 且 具 有 相同 的 目标 函数 值 w“ = v*. 
由 此 可 得 :存在 宇 ESi*,YES, "以 及 w= wu”=w* ,使 得 对 任 


意 i(i=1,2,…, 识 ) 和 j(j=1,2,…,n), 有 Day,” Ee 也 委 
j=1 


Doar BECa,Y) Sv EX ,8). 
i=1 


由 定理 9.3,(X*,Y*) 是 G 在 混合 意义 下 的 解 ,有 是 数 v= Ve*. 

以 下 定理 将 给 出 矩阵 对 策 及 其 解 的 若干 重要 性 质 , 这 些 性 质 将 
在 矩阵 对 策 的 求解 过 程 中 起 重要 作用 . 

定理 9.5 如 果 (X* ,Y“*) 是 对 策 G 的 解 ,v= Vc: 为 对 策 值 ， 
则 
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(3) 若 y uv <v, 则 zx,” = 0. 
-1 


了 


il 
© 


(3) 阁 Da > 则 y* 


定理 9.5 可 以 由 对 偶 规划 互补 松弛 定理 证 得 . 

定理 9.6 设 有 两 个 矩阵 对 策 G1 = 1S1, S;, A11 和 和 Gs = 
{Si1,S;,A,1. 

(1) 奉 A1= (a),A42= (uj +c),c 为 任意 常数 , 则 Ve = 
Ver +e HT(GI)= T(G,). 

(2) 若 1 《ai )，42 = (ka;; j )， & 为 任意 常数 , 则 V 1 kVe 
且 T(G1)= T(G;). 其 中 T(G) 为 矩阵 对 策 G 的 解 集 . 

证 (1) 设 (多 ,了 ) 为 任意 的 混合 局 势 ,E1(XX,Y), 忆 ,( 欠 ,YY ) 分 
别 为 对 策 G1 和 Gs 中 局 中 人 1 的 期 望 赢得 , 则 

Es(X,Y) = 六 > airiy; +t ec = 已 !( 避 ,YY) + ec. 


f=1 了 一 


车 (X" TY” ) 为 对 策 G1 的 解 , 则 由 定理 9.2 对 一 切 久 ES ,YES 
均 有 
EI(X,Y’)SE(X,Y)S<E(X",Y) 

故 (X” ,Y”) 也 是 对 策 G, 的 解 . 

同 理 可 证 , 若 (X”* ,Y ”") 是 对 策 Gs 的 解 , 则 必 为 对 策 G1 的 解 . 
因此 TC(G1)= T(G2), 有 8 Vo =VYo + 

类 似 可 证 (2). 证 毕 

定理 9.7 设 G=1{5S1,S;,4|] 为 一 矩阵 对 策 , 且 A= 一 47 为 
反对 称 和 矩阵 , 则 Vo* =0 且 T1(G)=T,(G). 其 中 Ti(G) 和 TT,(G) 
分 别 为 局 中 人 工 和 了 的 最 优 策略 集 . 

证 设 (X,Y”) 为 对 策 G 的 解 , 则 对 任意 XE Si ,YES，， 


第 九 章 对 策 论 293 
有 
E(X,Y’)<E(X,Y’)<E(X’,Y). 

又 因为 A=- Al,ay= ~ai,ij E11l,2,.. ,nl 

E(X,Y) = 六 2 ar 二 一 5) Bay, ;二 E(Y,X) 
从 而 E(Y,X’*)<E(X’*,Y’)SE(Y' ,X¥). 

即 (Y” ,X ”) 也 是 G 的 解 , 此 时 Y 为 局 中 人 工 的 最 优 策 略 ， 
时 "为 局 中 人 了 引 的 最 优 策 略 . 从 而 可 得 Ti(G)= T2(G). 

又 由 对 策 值 的 惟一 性 (参看 本 章 习 题 3):E(X*,Y”*)= 
—-E(Y”*, 关 ")=vw. 所 以 v= Ve* =0. 证 毕 . 


$9.4 矩阵 对 策 的 解法 


线性 规划 方法 是 求解 矩阵 对 策 的 一 般 方 法 ,用 这 种 方法 可 以 求 
解 任 一 和 矩阵 对 策 . 由 定理 9.4 可 知 , 求 解 矩 阵 对 策 可 以 转化 为 求解 互 
为 对 偶 的 线性 规划 问题 (LP) 和 问题 (DP) . 

不 失 一 般 性 ,假设 所 有 a; >0, 若 不 然 , 由 定理 9.6 可 以 取 某 个 
c>0, 使 得 i 和 7 有 a; +c>0. 假 设 所 有 ay >0, 则 问题 (LP) 和 问题 
(DP) 可 以 约定 w>0,v>0. 

在 问题 (LP) 中 令 ; p= 如 ,iE€ {1,2,…,w|. 则 问题 (LP) 的 约束 
条 件 变 为 

Bap > 1,j € 12 
2 1 
Zp 二 了 


p; 守 0,i1€ {1,2,-… ,nl 
于 是 问题 (LP) 等 价 于 线性 规划 问题 (LP'): 


(LP’) minz” = Dp: 
i=1 
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| 之 1,7 所 和 ,2，…，,7 

S.t.38=1 

pi 宕 0,7€ {11,2,.… ,nm} 

同 理 在 问题 (DP) 中 令 q)= 尝 ,j€ [1,2,…, m1 ,于 是 问题 (DP) 等 价 
于 线性 规划 问题 (DP’) 


(DP’) maxw’ > gq; 
j=1 


j=1 


i E {1,2,… ,ml 

s.t. 

fi 守 0,7 € {1,2,.…,n| 

显然 ,问题 (LP') 和 问题 (DP') 互 为 对 偶 线 性 规划 问题 ,分 别 存 在 最 
优 解 P*=(p1r" ,pr ，… ,pn Q ”= (gr ,92" 9  ) 满 足 条 件 ， 
且 使 2 pr = 2 二 过, 其中: = VYc: 为 矩阵 对 策 G 的 值 . 由 
oo,P“,Q "可 得 X =zopY"=zvQ 且 (X  ,Y”) 为 矩阵 对 策 的 
解 . 


0 1 一 工 
例 3. 设 赢得 矩阵 4=| -1 0 1 |. 试 求 矩 阵 对 策 . 
1 —1 0 
2 3 1 
解 取 c<=2, 得 4=|1 2 3 
3 1 2 
由 此 需求 如 下 对 偶 线 性 规划 问题 
minz= pi1+ p2+ p3 maxw= qit+ g2+ 9q3 
2p1+ p2+3ps 之 1 2g1+3g2+ 93 委 1 
3p1+2p2+ p3 之 1 qi1t+2g2+3g3<1 
> pit+3p2+2p3 之 1 7 3q1+ gz+293 委 1 
户 1 , p2, p30 dg1,92,93 之 0 


利用 单纯 形 方 法 求 得 上 述 对 偶 规 划 的 解 为 
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且 
3 3 
i=1 j=1 
即 v=2. 又 由 定理 9.6, 则 原 矩 阵 对 策 的 值 
.ssll 1 iV_/1l111 
天 = zf 2( #1616 (于 于, 村 | 
(1 1 1 
3 


六 人 

除了 线性 规划 求解 一 般 和 矩阵 对 策 问题 以 外 ,对 许多 特殊 抢 阵 对 

策 都 能 采取 相应 的 求解 方法 :如 线性 方程 组 法 ,矩阵 降 阶 法 ,图 解法 
等 .读者 可 以 参看 文献 [1],[2]. 


89.5 nn 人 非 合 作对 策 


前 面 几 节 讨论 二 人 非 合 作对 策 , 本 节 将 讨论 多 人 非 合 作对 策 的 
情形 . 

设 有 个 局 中 人 1= {1,2,…,n|}, 每 个 局 中 人 i 有 一 个 纯 策 略 
集 = 151 ,s,s | ,i€ 11,2,…,n1. 当 局 中 人 i 使 用 纯 策 略 
sDES; 时 , 称 =150,52) 5 为 对 策 的 一 个 局 势 ,在 该 局 势 
下 ,局 中 人 的 支付 为 Pi() = Ps ,ss ). 

这 里 讨论 的 是 多 人 非 合 作对 策 , 局 中 人 与 局 中 人 之 间 不 准 有 任 
何 信息 交流 ,也 不 许 订立 任何 契约 ,所 得 支付 也 不 能 在 对 策 完成 后 在 
局 中 人 与 局 中 人 之 间 进 行 转 移 , 即 每 个 局 中 人 各 自 为 战 ,为 了 自己 的 
最 大 利益 而 采取 相应 策略 .这 种 策略 称 为 x 人 非 合 作对 策 . 

nn 人 非 合 作对 策 由 下 列 元 素 确 定 

T=1I1,Si,S2,.,S,, Pi,P2,, P,| (9.5.1) 

其 中 了 工 为 局 中 人 集合 , S; 为 局 中 人 i 的 策略 集 , P; 为 定义 在 集合 
Si1X S,X… x S, 上 的 支付 函数 (i1=1,2,…,n). 
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如 果 策 略 集 S1, S,,…,S, 均 为 有 限 集 , 则 称 该 对 策 为 有 限 对 


策 . 如 果 2 PCs ,s,s 0) = 0,V(5D ss(0D) € 


Si XX Sz X… Xx 5 成 立 , 则 称 该 对 策 为 零 和 对 策 . 

现在 引进 下 列 记 号 : 

| f= (sD ,se sD OD, Cit) ,0)) 

该 记号 的 意义 是 :在 局 势 = fs ,52) ,st 中 ,第 :个 局 中 人 把 
他 的 策略 从 ;中 换 成 1 中 ,其 他 局 中 人 的 策略 不 变 ,这 样 得 到 的 新 的 
局 势 就 是 s 上 1 中 .显然 ,ss 人 =;. 

定义 9.5 设 : 是 ”人 非 合作 对 策 (9.5.1) 的 一 个 局 势 ,如 果 
对 于 每 一 个 i€ 了 和 每 一 个 s 中 EE S,(s 中 = 5 ,RE11,2,… ,mi|)， 
有 Pi ss) 县 Pi ), 则 称 S 是 了 的 一 个 平衡 局 势 或 平衡 点 
(equilibrium boint ) . 

在 一 个 ”人 非 合 作对 策 中 ,平衡 点 不 一 定 存在 . 

与 矩阵 对 策 情形 一 样 ,我 们 也 需要 汐 虚 局 中 人 的 混合 策略 ,也 是 
定义 在 S; 上 的 一 个 概率 分 布 , 即 


zx = 《1 了 i ,Tm ) 


其 中 


me 
i 


JE (7) 宕 0,kE€E 和 ,2 mi}, Dy ra 二 1. 


k=1 


局 中 人 i 以 概率 x 中 选择 纯 策 略 s.1,kE 1,2,… ,mi1, 称 
z=(zzeo zt ) 为 对 策 工 的 一 个 混合 策略 局 势 ， 

类 似 地 ,定义 zx | zi) = (交加 
则 混合 策略 的 n 人 非 合 作对 策 由 下 列 三 个 因素 确定 : 

(1 局 中 人 集 T= 11,2,…,nl}. 

(2) 混 合 策略 集 |zi, zz，…，zo| 

(3) 相 应 的 支付 函数 Pj, Ps,…,P，、 
在 该 混合 局 势 下 ,局 中 人 i 的 支付 为 数学 期 望 


、 (1) (2) ， 。。 (n) (1) wx. (2)... wx. (n) 
EF,(X) = DE Drs, , Si, .i 


站 2=1 
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定义 9.6 设 夺 "为 一 混合 局 势 ,如 果 

E(X’* | XSE(X), VXO EX,iE {1,2,.%…,7| 
成 立 , 则 称 "是 x 人 非 合 作对 策 的 一 个 平衡 点 或 平衡 局 势 . 

定理 9.8 混合 局 势 “是 有 限 x 人 非 合 作对 策 的 平衡 点 的 充 
要 条 件 是 :VYV i€E 1, 局 中 人 i 的 每 一 个 纯 策 略 ;' ES; 有 

E,(X* | s))<E(X’) 

成 立 . 

定理 9.9 每 一 个 有 限 x 人 非 合 作对 策 必 有 平衡 点 . 

定理 9.8 可 以 作为 平衡 点 的 判别 定理 ,定理 9.9 也 是 著名 的 
Nash 定理 ,可 以 作为 平衡 点 的 存在 定理 ,这 两 个 定理 的 证 明 参 看 文 
献 [3]. 


$9.6 n 人 合作 对 策 


在 ”人 合作 对 策 中 ,由 于 允许 局 中 人 相互 之 间 交 流 信息 ,也 可 
以 订立 各 种 形式 的 契约 ,保证 对 策 后 把 所 得 利益 进行 再 分 配 ,所 以 局 
中 人 之 间 可 以 寻求 各 自 感 兴趣 的 伙伴 共同 参与 对 策 . 在 x 人 合作 对 
策 中 ,各 个 局 中 人 如 何 选择 策略 也 不 是 需要 考虑 的 问题 ,应 当 强调 的 
是 联盟 (coalition) 的 形成 . 

我 们 假设 ,在 一 个 x 人 非 合 作对 策 {I, {XX,1 ,1P;|} 中 ,局 中 人 集 
是 ICCl1,2,…,n|,S 是 了 的 任意 子 集 , 称 为 一 个 联盟 .把 了 中 除去 
S 中 元 素 后 余下 的 集 I\ S 看 成 另外 一 个 联盟 ,以 S 和 JIA S 作为 一 
个 零 和 二 人 对 策 的 局 中 人 ,以 S 中 全 部 成 员 的 一 切 联合 混合 策略 作 
为 第 一 个 局 中 人 S 的 策略 集 . I \ S 中 全 部 成 员 的 一 切 联合 混合 策 
略 作 为 第 二 个 局 中 人 I \ S 的 策略 集 .这 个 零 和 二 人 对 策 必 有 一 个 
值 .以 w(S) 表 示 这 个 值 ,v(S) 对 于 一 切 工 的 子 集 S 有 定义 ,并 规定 
v(@)=0. 也 称 w(S) 为 特征 函数 (characteristic function) . 

定义 9.7 设 TC1l,2,…,zj,ao(S) 是 定义 在 工 上 的 一 切 子 集 
( 即 联盟 ) 上 的 实 值 函 数 , 并 满足 条 件 V(O) = 0 z(D) 之 
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uC , 则 称 下 = [7,5] 为 n 人 合作 对 策 . 


合作 对 策 的 每 个 局 中 人 应 当 从 联盟 收入 中 分 得 各 自 应 得 的 份 
额 ,这 可 以 用 一 个 nx 维 向 量 x = (zi,x2,，… ,Xx, ) 来 表示 ,其 中 zx; 表 
示 局 中 人 i 在 x 中 应 得 份额 ,这 个 向 量 应 满足 下 面 两 个 条 件 :(1)zx， 


(iD;(C2) yz = w(1). 向 量 x 称 为 一 个 转 归 (imputation) 或 


称 为 分 配 , 也 可 以 称 为 支付 . 
本 节 只 是 简要 介绍 nx 人 合作 对 策 的 基本 概念 ,关于 其 详细 的 定 
理 及 有 关 解 的 概念 , 解 的 求法 可 以 参看 文献 [19][20]. 


习 题 


1. 甲 、 乙 两 个 儿童 在 互 不 知道 的 情况 下 ,同时 伸 出 1,2 或 3 个 指 
头 ,用 有 & 表示 两 个 伸 出 指头 的 和 . 当 & 为 偶数 时 , 甲 给 乙 & 元 ,否则 
乙 给 甲 & 元, 试 列 出 甲 的 赢得 矩阵 . 

2. 甲 、 乙 两 个 儿童 在 玩 “ 石 头 ,剪刀 , 布 " 的 游戏 ,双方 用 拳头 代表 
石头 ,手掌 代表 布 ,两 个 手指 代表 剪刀 . 规则 是 剪刀 胜 布 , 布 胜 石头 ， 
石头 胜 剪 刀 . 每 次 比试 胜 者 得 一 分 , 负 者 失 一 分 , 若 双方 出 相同 则 算 
平 , 二 人 各 得 零 分 . 试 列 出 甲 的 赢得 矩阵 . 

3. 试 证 明 如 下 性 质 : 

(1)( 无 差别 性 ) 若 (a; ,PB ) 和 (ei,, Bi,) 是 对 策 G 的 两 个 解 , 则 必 
有 Qi Qi 

(2)( 可 交换 性 ) 若 (a , Bi ) 和 (ai ,p.,) 是 对 策 G 的 两 个 解 , 则 
(ai ,Bi,),(ai,,B ) 也 是 对 策 G 的 解 . 

4. 用 线性 规划 方法 求 下 列 矩 阵 的 解 


1 3 3 2 -3 3 
(1)A=|4 2 1|; (2)4=|-1 3 1i. 
3 2 2 1 1 5 


5. (夫妻 爱好 问题 ) 一 对 夫妻 打算 一 起 共度 周末 .丈夫 喜欢 看 足 
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球 ,而 妻子 喜欢 看 电影 ,更 重要 的 是 双方 都 希望 同 在 一 起 . 如 果 两 人 
都 以 策略 1 表示 主张 看 足球 ,策略 2 表示 主张 看 电影 , 则 双方 在 周末 
娱乐 活动 中 得 到 的 享受 可 以 按 下 列 支 付 和 矩阵 来 评价 ; A = 
加 1 B= 并 求 这 个 对 策 的 平衡 点 

6. 一 个 病人 的 症状 说 明 他 可 能 患 a,5,c 三 种 病 中 的 一 种 ,有 两 
种 药 A,B 可 用 ,这 两 种 药 对 这 三 种 病 的 治愈 率 如 表 9.1 所 示 . 


试问 :医生 应 开 哪 一 种 药 才 最 稳妥 ? 
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